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Einleitung

Diein den letzten Jahren stark angestiegene Mobilitét im Personen- und Guterverkehr hat
dieLeistungsfahigkeit, Sicherheit und Umweltvertraglichkeit der Verkehrssysteme nachhal -
tig beeintrachtigt. Zur L dsung der bestehenden Verkehrsproblemeist eine ganzheitliche Ver-
kehrsplanung mit dem Ziel der bestmdglichen Nutzung der bestehenden Verkehrsanlagener-
forderlich. Dazu zdhlt unter anderem die Verkehrdeittechnik zur Steuerung von
Verkehrsablaufen auf Schnellstral3en. Fur eine Vielzahl von Mal3nahmen der Verkehrdeit-
technik reicht esnicht aus, lediglich den aktuellen Verkehrszustand mit Messungen zu erfas-
sen. Um moglichst wirkungsvolle Steuerungen zu gewéahrleisten, sind dartiber hinaus dyna-
mische Verkehrsprognosen erforderlich. Hierzu werden Echtzeitsmulationen von
Verkehrsablaufen bendtigt, die gut mit makroskopischen Verkehrsmodellen durchgefihrt
werden konnen. Makroskopische Modelle bilden den Verkehr al skontinuierliche Fahrzeug-
stromeab. Esbesteht daher einegewisse Anal ogiezu den Modellen der Stromungsmechanik.
In diesem Artikel wird gezeigt, dass sich numerische Verfahren, insbesondere die Methode
der Finiten Elemente, die sich zur Lésung von Modellen der Stromungsmechanik bewahrt
haben, auch zur Ldsung makroskopischer Verkehrsmodelle eignen.

Grundlagen makroskopischer Verkehrsmodelle

Der Verkehrsablauf auf einer Schnellstral3e wird durch die Bewegung mehrerer Fahrzeuge
in dieselbe Richtung auf jewells einer Fahrbahn charakterisiert. Zur Modellierung dieses
Verkehrsablaufs, bel der die Betrachtung des Bereichs einer Richtungsfahrbahn ausreicht
(Abbildung 1 oben), existiert eine Vielzahl von Modellansdtzen. Neben mikroskopischen
Modellen, die den Verkehrsablauf als Menge von Einzelfahrzeugen abbilden (Abbildung
1a), stellen makroskopischeModelle, dieden Verkehrsablauf alskontinuierlichen Fahrzeug-
strom beschreiben (Abbildung 1b), die Grundlage fir Verkehrsprognosen dar.
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Abbildung 1: Mikroskopische und makroskopische Verkehrsmodellierung

Die Beschreibung des Verkehrsablaufs durch makroskopische Modelle beschrankt sich im
Gegensatz zu mikroskopischen Modellen ausschliefdlich auf makroskopische Grofen. Zwel
dieser Grolen werden an Querschnitten der Richtungsfahrbahn gemessen. Diessind zum el -
nen der Verkehrsflul3 Q(x, t), der die Fahrzeuganzahl N pro Zeitintervall At an einem Quer-
schnitt x beschreibt, und zum anderen die mittlere Geschwindigkeit V(x, t), die das Mittel
der Geschwindigkeiten aler Fahrzeuge v, bel xim Intervall At darstellt:

Qx, 1) : = N/At V(x,t):=% R (1)
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Ein Ubergang dieser mittleren Werte auf integrale GréRen fuhrt zur Modellvorstellung des
Verkehrsablaufs als ein Kontinuum. Mit der Annahme, die Fahrzeuge gedanklich zu einem
Kontinuum “verflissigt” oder “verdampft” zu haben, |assen sich die makroskopi schen Gros-
sen unabhangig von der Fahrzeuganzahl bestimmen. So gilt etwa in den makroskopischen
Verkehrsmodellen analog zur Stromungsmechanik die Flurelation fur ein Kontinuum:
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Hiermit wird die Verkehrsdichte p(x,t) eingefuihrt. Die Bedeutung der Fahrzeuganzahl N
muf3 durch die Annahme eines Kontinuumsfr den Verkehrsablauf neu definiert werden, da
N in einem Kontinuum nicht mehr einer Summe von Einzelfahrzeugen entsprechen kann.
Sinnvoll ist die gedankliche Gleichsetzung von N mit der Masse elnes homogenen Korpers
und so mit einem Integral der Dichte p(x, t) Uber dem betrachteten Streckenabschnitt Ax:

N = j p(x 1) dx 3)

M akroskopische Verkehrsmodell e bestehen ausmindestens zwei Bestimmungsgleichungen:
Analog zur Stromungsmechanik beschrei bt die Kontinuitétsgleichung (4) unter Berticksich-
tigung des M assenerhaltsdie zeitliche Anderung der Verkehrsdichte. Die Geschwindigkeits-
gleichung (5) beschreibt die zeitliche Anderung der mittleren Geschwindigkeit:
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Die beiden ersten Terme der linken Seite der Geschwindigkeitsgleichung (5) stellen dielo-
kale und konvektive Beschleunigung dar. Der dritte Term wird Antizipationsterm genannt.
Er bildet den Einfluf? des stromabwartigen Verkehrsablaufsin Form des Verkehrsdrucks P
auf den Zustand am Ort x ab. Der Term der rechten Seite heil3t Anpassungsterm. Er stellt die
Anpassung der mittleren Geschwindigkeit V(x,t) an eine Glechgewichtsgeschwindigkeit
Ve(p) mit einer Anpassungszeit T dar. Ve(p) beschreibt die dichteabhangige mittlere Ge-
schwindigkeit im homogenen und stationéren Zustand des Verkehrsablaufs. Da ein solcher
Zustand praktisch nicht messbar i<t gibt esfir das soganannte Fundamental diagramm Ve(p)
eine Vielzahl von unterschiedlichen Vorschldgen (Abbildung 2):

Ve [km/h] Ve [km/h] Ve [km/h]
0 Vo Vo
A [Fz/km] A [Fz/km] A [Fz/km]
0 Amax 0 Amax 0 Amax
linear Kerner & Konhduser Helbing

Abbildung 2: Verschiedene Fundamental diagramme Ve(p)

Zur algemeinen Formulierung existiert eine grof3e Anzahl verschiedenartiger makrosko-
pischer Verkehrsmodelle. Im folgenden wird am Beispiel desModellsvon Kerner und Kon-
héuser [2] die numerische Umsetzung makroskopischer Verkehrsmodelle gezeigt. Das Mo-
dell zeichnet sich durch eine dichteabhangige Druckparametriserung mit konstanter
Ausbreitungsgeschwindigkeit cg und durch einen zusétzlichen Diffusionsterm zur Abbil-
dung einer Verkehrszahigkeit mit konstanter Viskositét ¢ aus. Die Gleichung (5) erscheint
so fur das Modell von Kerner und Konhauser wie eine Navier-Stokes-Gleichung:
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Numerische Umsetzung

Zur Simulation des Verkehrsablaufs auf einer Schnellstral3e mit Hilfe eines makrosko-
pischen Verkehrsmodells ist eine numerische Néherung ihrer kontinuierlichen Modellan-
sétze erforderlich, daim allgemeinen keine geschl ossene analytische L 6sung existiert. Die
nichtlinearen orts- und zeitabhangigen partiellen Differentialgleichungen (4) und (5) sind
mit ihren Anfangs- und Randbedingungen durch numerische Verfahren in einediskrete Mo-
dellformulierung zu tGberfihren. Dazu wird hier das Modell von Kerner und Konhéuser in
eine Matrixschreibweise mit dem Zustandsvektor u(x, t) tberfuhrt:
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Sowohl dasModell von Kerner und Konhauser alsauch alle anderen makroskopischen Ver-
kehrsmodelle werden derzeit mit der Methode der Finiten Differenzen gel6st. Aufgrund des
dominanten Transportcharaktersder Gleichungen mul3 dabei ein hoher Aufwand zur Stabili-
sierung getrieben werden. Ausgehend von den guten Erfahrungen beim Einsatz Finiter Ele-
mente in der Stromungsmechanik wird eine Realisierung mit der Methode der Finiten Ele-
mente fir makroskopische Verkehrsmodelle vorgestellt.

Mit der Methode der Finiten Elemente wird eine Ortsapproximation vorgenommen, diefor-
mal vonder Naherungin der Zeit getrennt betrachtet werden kann. DieFinite-Elemente-Ap-
proximation ergibt ein gewdhnliches Differential gleichungssystem, dasmit standardisierten
Zeitschrittverfahren gel0st wird.

Fir die Herleitung der Finiten-Elemente-Approximation wird zunéchst der unendliche
Raum der L 6sungsfunktionen durch einen endlichen Tellraum ersetzt. Dieser Teilraumwird
durch N Ansatzfunktionen ¢;(x) aufgespannt:

U = Uy = Se® @9, & = [ Vi)' ®)

Das Ersetzen des Zustandsvektors u(x, t) durch seine Approximation u(x, t) fihrt zu einem
Defekt d(c;) der Differentialgleichungen (7):
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Ziel ist esnun, diesen Defekt d(c;) zu minimieren. Erfolgt die Minimierung durch Orthogo-
nalisierung des Defekts bezliglich des Raums der Ansatzfunktionen, so ergibt sich das Stan-
dard-Galerkin-Verfahren. Fir die Orthogonalisierung wird das Skalarprodukt aus d(c;) und
jeder der N Ansatzfunktionen ¢;(X) zu Null gesetzt:

[ "4/ dey ax = 0 (10
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Das Standard-Galerkin-Verfahren neigt bei Transportdominanz der Gleichungen zu physi-
kalisch unrealistischen Schwingungeninder L 6sung. Durch Kombination mit einem Verfah-
ren, das die LOsung eher gléttet, wird nun versucht, die nicht gewlinschten Schwingungen
zu unterdriicken. Auf diese Welse entsteht ein Petrov-Galerkin-Verfahren:

j( 9\ )) d(c) dx = 0 (11)




Die Zahl a wird asUpwinding-Koeffizient bezeichnet. Ein optimaler Upwinding-K oeffi-
zient a ot konnte fur matrizenférmige Vorfaktoren A und B in Vektorgleichungen wie (7)
bisher nicht gefunden werden. Fur skalarwertige Vorfaktoren 13t sich jedoch a o bei einer
aguidistant in Ax eingeteilten Strecke herleiten und beweisen [1]:
AX
Qopt = % Bopt = coth(Pe]) — IP_leI Pe:= & Ax (12)

Die dabel verwendete Peclet-Zahl Pe beschreibt das Verhdtnis der Konvektion zur Diffu-
sion. Bei dem Versuch, dieMatrizen A und B durch reprasentative Skalare aund b zu erset-
zen, hat sich die naheliegende Verwendung der Spektralnorm |- |, als ungeeignet erwiesen.
Die Wahl des Betrags vom betragsmal3ig grofdten Eigenwert hat dagegen in numerischen Si-
mulationen zu sehr guten Ergebnissen geftihrt. Der Grund hierfir kdnntein der Analogiezur
Berechnung der Charakteristik der zugrundeliegenden Gleichungen zu sehen sein. Ein Be-
weishierfr gibt esjedoch noch nicht. Angewandt auf dasModell von K erner und K onhauser
ergeben sich so aus den Matrizen A und B die skalaren Grolena = V + cound b = u/p.
Eingesetzt in Gleichung (11) ergibt sich damit ein Upwinding-Koeffizient von:

|coth(|Pe]) — 1/|Pe]| Ax (V + cp) 4x
a = s Pe = - - @

Die analytische oder numerische Integration der Gleichung (11) fuhrt unter Verwendung li-
nearer Ansatzfunktionen zum globalen Gleichungssystem:

(13)
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Die L 6sung des Gleichungssystems (14) kann entweder durch die Bildung der inversen Ma-
trix M ~ 1 oder die Verwendung eines Gleichungs dsers erfolgen. In Zusammenhang mit der
Zeitapproximation kann bei hinreichend kleinem Zeitschritt dieMatrix M auf eineDiagonal -
matrix reduziert werden, indem die Nebendiagonalen fir den vorhergehenden Zeitpunkt be-
rechnet und von der rechten Seite subtrahiert werden:
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Auf diese Weise ergibt sich ein gewohnliches Differentia gleichungssystem, das sich mit
standardisierten Verfahren zur L dsung von Anfangswertproblemen bestimmen |&3t. DieDy-
namik der beschreibenden Grofen legt eine automatische Schrittweltensteuerung nahe. Die
verwendete Steuerung stellt sicher, dasszum einender Zeitschrittimmer kleiner alsder Cou-
rant-Schritt ist und zum anderen eine vorgegebene Genauigkeit eingehalten wird.

Anwendung

Die vorgestellte numerische Approximation des makroskopischen Verkehrsmodells von
Kerner und Konhauser istin JAVA implementiert. Imfolgenden wird dieWirkung einer klei-
nen Stérung in einem anfanglich homogenen Verkehrsablauf bel unterschiedlichen Ver-
kehrsdichten betrachtet. Als Modellbereich wird eine Ringstral3e gewahlt, sodass die Ge-
samtanzahl der Fahrzeuge (die globale Dichte p ) wahrend der Simulation konstant bleibt.
Die Anordnung als Ringstral3e fuhrt zu periodischen Randbedingungen der Simulation (Ab-
bildung 3). Die Modell parameter werden zunéchst wiein [ 2] gewahlt: DieL &ngeder Strecke
ist 30 km, die Anpassungszeit betragt T = 6 s, die Viskositét ¢ = 60 m/sund eswird das
Fundamentaldiagramm von Kerner und Konh&user tbernommen.
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Abbildung 3: Periodische Randbedingungen fir eine Ringstral3e

Obwonhl diesesBeispiel inder Realitét so nieauftritt, &3t sich daran doch deutlich dieEntste-
hung typischer Verkehrsphdnomenewie Staus oder Stop-and-Go-Wellen zeigen. Eshat sich
gezeigt, dassdie Entstehung der Phénomene nicht auf global e Dichteénderungen zuriickzu-
fuhren ist, sondern eine lokale Erscheinung darstellt.

Der Verkehrsablauf bei einer niedrigen globalen Dichte p, wird freier Verkehr genannt. In
diesem Fall kénnen sich die Fahrzeuge unabhangig von den anderen bewegen. Bei der Ver-
kehrssimulation mit p,, = 12.5 Fz/km verschwindet die aufgebrachte Anfangsstérung
nach wenigen Minuten. Dies entspricht auch den Beobachtungen im realen Verkehrsablauf.

Wird die globale Dichte auf p, = 25 Fz/kmerhoht, so entsteht mit der Zeit aus der An-
fangsstérung ein typischer Stau mit einem Dichtecluster, wo die Geschwindigkeit auf Null
reduziert ist, einem groRer werdenden Bereich niedriger Dichte und einem Ubergangsbe-
reich zur globalen Verkehrsdichte (Abbildung 4a). Nach gentigend langer Zeit ist eine Stau-
welle entstanden, die sich unverandert mit konstanter Geschwindigkeit stromaufwarts be-
wegt.

Bel einer mittleren global en Dichte entwickeln sich ausder Anfangsstérung mehrere Dichte-
cluster, die mit einer mehr oder weniger grof3en Regel maliigkeit aufeinander folgen (Abbil-
dung 4b). Das Phanomen ist als Stop-and-Go-Welle im Verkehr bekannt.

Bel py = 56.25 Fz/kmentsteht eine regel méfige Struktur des Verkehrsablaufs, die as Di-
polschicht bezeichnet wird (Abbildung 4c). Aus der Anfangsstorung entsteht ein Bereich
konstanter niedriger Dichte p < py stromabwarts gefolgt von einem Bereich sehr hoher
Dichte p > p,,. Beide Bereiche werden im Laufe der Zeit breiter.

Bei weiterer Erhdhung der globalen Dichte (py = 60 Fz/km) ist der Verkehrsablauf so
dicht, dass die Anfangsstérung wie beim freien Verkehr nach wenigen Minuten verschwin-
det.

Fazit und Aushlick

Bei der Simualtion treten auf3er denim Modell begriindeten I nstabilitéten (Staus, Stop-and-
Go-Wellen, ...) im Bereich mittlerer Dichten keine Oszillationen mit dem Upwinding-Pe-
trov-Galerkin-Verfahren auf. Diesist insofern bemerkenswert, alsdassdie stellen Gradien-
ten beispielsweise fir eine Staufront oder den Ubergang von einer niedrigen zu einer hohen
Dipolschicht numerisch schwer zu beherrschen sind. Versuche mit einigen Finite-Differen-
zen-Verfahren haben spétestens bei der Simulation der Dipol schichten zu Oszillationen und
Programmabsttirzen gefiihrt. Das vorgestellte Upwinding-Petrov-Galerkin-Verfahren hat
sich nicht nur bei dem Modell von Kerner und Konhauser al's geeignet erwiesen, auch fir
andere makroskopische Verkehrsmodelle konnte esmit Erfol g eingesetzt werden [4]. Schon
mit eilnem einfachen Euler-Verfahren und einer Zeitschrittsteuerung kann dasPetrov-Galer-
kin-Verfahren die Modelle fir einen 30 kmlangen Modellbereich bel &quidistanten Ortsin-
tervalen von 20 min Echtzeit smulieren. Die Erweiterung auf Streckennetze, der Einsatz
adaptiver Aufteilungen und die Anwendung von Parallelrechnern wird die Mdglichkeit
erdffnen, grof3e Verkehrsnetze zu smulieren.
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Abbildung 4: Dichteentwicklung bei p,, = 25 Fz/km(a), py = 50 Fz/km(b) und

Py = 56.25 Fz/km(c) in Form eines Zeitverlaufs sowie zu den Zeitpunkten

Danksagung

t=3min,t = 11 minund t = 30 min.

Die Autoren danken der Alfried Krupp von Bohlen und Hallbach-Stiftung, die die Arbeit

durch ein Stipendium auf dem Gebiet der Verkehrswissenschaften gefordert hat.

Referenzen

[1] Chrigting, I.; Griffiths, G.F.; Mitchell, A.R.; Zienkiewicz, O.C. (1976): Finite element
methods for second order differential equationswith significant first derivatives. Inter-

national Journal of Numerical Methods in Engineering 10, 1389-1396

Kerner, B.S.; Konhéuser, P. (1996): A New Approach to Problems of Traffic Flow
Theory. In: Lesort, J.B. (ed.): Transportation and Traffic Theory, Pergamon
Milbradt, P. (1995): Zur mathematischen Modellierung grof3réaumiger Wellen- und
Sromungsvorgéange. Diss. Institut fur Bauinformatik, Universitét Hannover

Rose, M. (1999): Smulation makroskopischer Verkehrsablaufe auf der Basis Finiter

[2]
[3]
[4]

Elemente. Stipendiumsbericht andie Alfried Krupp von Bohlen und Halbach- Stiftung,

Essen.



