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Vorwort
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KAPITEL 1

Einleitung

Der Mensch und sein Wirken sind eingebettet in ein hochkomplexes System, seine
Umwelt. Sein Verhalten und das seiner Umwelt wird von einer Vielzahl von (z.B. physi-
kalischen, chemischen und sozialen) Gesetzméfigkeiten bestimmt. Um seine Tétigkeiten
planen zu konnen, die immer einen Eingriff in das natiirliche System darstellen, ist es
notwendig, eine Vorstellung von den zugrundeliegenden Gesetzméifigkeiten zu haben. Mo-
delle bilden hierbei die Grundlage fiir die Abstraktion unserer Umwelt. Gegenstand der
Untersuchungen im Ingenieurwesen sind im wesentlichen Objekte und Prozesse aus Na-
tur und Technik. Bei der Modellierung wird unterschieden zwischen der Beschreibung
der Geometrie und den Eigenschaften der Untersuchungsobjekte sowie der Modellierung
ihres Verhaltens. Anwendungen fiir geometrische Modelle im Ingenieurwesen sind solche
in der Konstruktion und Planung von Werkzeugen, Maschinen und Bauwerken (CAD-
Modelle). Geometrische Modelle und Algorithmen stellen auch die Grundlage fiir die
Verwaltung, Sicherung und Analyse von Daten dar. So miissen im Rahmen von Geo-
Informationssystemen (GIS) grofte Mengen geographischer Daten verarbeitet werden. Ei-
ne reine geometrische Modellierung ist im allgemeinen jedoch nicht ausreichend, vielmehr
miissen topologische und thematische Eigenschaften bei der Modellbildung mit herange-
zogen werden (z.B. Netzpldne fiir Verkehrssysteme). Basierend auf solchen Modellen, die
die Eigenschaften beschreiben, kann unter Zuhilfenahme von Simulationsverfahren deren
Verhalten modelliert werden. Das Spektrum der verfiigharen Verfahren reicht von ein-
fachen funktionalen Formulierungen iiber iterative Verfahren, numerischen Lésungen von
Differential- und Integralgleichungen bis hin zu stochastischen und Fuzzi-Modellen. Th-
nen gemeinsam ist eine starke Bindung zu einem geometrischen Modell. Haufig sind die
zugrundeliegenden Gesetzmifigkeiten jedoch nicht in ihrer vollen Komplexitdt bekannt.
Sind solche Zusammenhénge nur unzureichend erforscht, so muft auf parametrische Ansét-
ze zuriickgegriffen werden. Bei der Parametrisierung wird auf eine genaue Kenntnis der
Zusammenhdnge verzichtet. Statt dessen werden nur mefbare Groéfen modelliert. Solche
Ansétze miissen in der Regel durch Naturmessungen geeicht werden. Die zu eichenden Pa-
rameter sind hiufig einfache skalare oder vektorielle Grofen, und der Prozefs der Eichung
lauft dann auf eine Optimierung hinaus. Fiir eine Vielzahl von Optimierungsaufgaben
existieren geometrische Losungsverfahren.

In allen Bereichen der Abbildung unserer Umwelt mit Hilfe von Modellen treten geome-
trische Fragestellungen auf. Hierbei ist der Bereich des geometrischen Modellierens und der
geometrischen Algorithmen nicht nur auf rein geometrische Fragestellungen beschrinkt,
vielmehr kommen solche Verfahren zunehmend fiir Aufgaben und Problemlésungen in
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nichtgeometrischen Bereichen zum Einsatz. Das geometrische Losen von Optimierungs-
aufgaben ist hierfiir ein klassisches Beispiel. Interpolationen in Parameterriumen sowie
die allgemeine Finite Element Methode kénnen als Anwendungen geometrischer Verfahren
in abstrakten Rdumen aufgefafst werden.

Fiir Problemstellungen aus dem nichtgeometrischen Bereich ist es besonders wichtig,
die geometrischen Algorithmen und Datenstrukturen auf Verallgemeinerungen hin zu un-
tersuchen. Im Rahmen dieser Arbeit werden deshalb nicht nur geometrische Eigenschaften
und Algorithmen eingefiihrt, vielmehr werden deren Einordnung in andere Spezialgebiete
wie der mathematischen Theorie allgemeiner Raume (Kap. 2), der Graphentheorie (Kap.
2.10) sowie der Interpolations- und Approximationstheorie (Kap. 5) vorgenommen.

Die Entwicklung des Computers fiihrte zu einer noch groferen Bedeutung von Algo-
rithmen als je zuvor. Besonders die stiirmische Entwicklung der Informatik fiihrte zur
verstirkten Nutzung von Algorithmen in ihren entstehenden grofsen Teilbereichen. Neben
der theoretischen Informatik bilden die praktische und technische Informatik die Grundla-
gen der Entwicklung von Computern und Informationstechnologien. Eine Briickenfunktion
zwischen Fachwissenschaften und der Kern-Informatik bildet die Angewandte Informatik.
Diese diversen Angewandten Informatiken beschiftigen sich mit der Anwendung von Me-
thoden der Informatik in anderen Wissenschaften und sind meist in den jeweiligen Fachwis-
senschaften angesiedelt. Die Bauinformatik als Bindeglied zwischen der Kern-Informatik
und dem Bauingenieurwesen befaft sich mit der Entwicklung und Anwendung informati-
scher Methoden zur Losung fachspezifischer Probleme im Bauingenieurwesen. Besonders
der geometrische und radumliche Bezug von Bauingenieurobjekten fiihrt in der Bauinforma-
tik zu einer starken Verkniipfung mit der algorithmischen Geometrie. Ziel dieser Arbeit ist
es, die Grundlagen fiir die Nutzung geometrischer Verfahren in einem weiten Feld von Bau-
ingenieuranwendungen zur Verfiigung zu stellen und an ausgewihlten Beispielen (Kap.6)
deren Umsetzung zu skizzieren.

1.1. Einordnung

In der algorithmischen Geometrie geht es im wesentlichen um den Entwurf und die
Analyse effizienter Algorithmen fiir geometrische Probleme. Klassische Problemfelder sind
die Bestimmung der konvexen Hiille einer gegebenen Punktmenge, Abstandsprobleme, das
Suchen in Unterteilungen und das Losen von Optimierungsaufgaben. Im weiteren wird der
Schwerpunkt nicht in Effizienzanalysen liegen, sondern vielmehr im Entwurf allgemeingiil-
tiger Algorithmen. Unter der Vielzahl von Biichern zur Algorithmischen Geometrie soll
an dieser Stelle auf die ,Klassiker von Preparata & Shamos [143], Edelsbrunner [62] und
R. Klein [99] verwiesen werden. Eine eher algorithmische Einfiihrung wird von O’Rourke
[137]| gegeben.

Wihrend sich die klassische Geometrie auf den euklidischen Raum beschriankt, sind
viele Methoden der algorithmischen Geometrie auf nichtgeometrische Anwendungsfelder
ausdehnbar. Es wird sich zeigen, daf verschiedene geometrische Fragestellungen an un-
terschiedliche Rdume gebunden sind. Auf Riume in ihrer allgemeinen Bedeutung wird
deshalb im Kapitel 2 eingegangen. Hierbei werden vor allem die Eigenschaften (wie die
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lineare Unabhéngigkeit, die Konvexitét, die Kugel, das Volumen) im Vordergrund stehen,
die einen geometrischen Bezug haben. Von besonderem Interesse wird die Frage sein,
welches die minimalen Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit klassischer geometrischer
Algorithmen sind. Ist diese Frage gekldrt, so kann man untersuchen, inwieweit zusitz-
liche Voraussetzungen (wie Metrik, Norm, Skalarprodukt usw.) effizientere Algorithmen
ermoglichen.

Hat die algorithmische Geometrie Algorithmen im Zentrum ihrer Untersuchungen, so
fordern reale Strukturen z.B. aus dem Ingenieurwesen, wie Werkstiicke, Gebdude bzw.
natiirliche Systeme eine sowohl physikalische als auch geometrische Beschreibung. Der
grofe Bereich des geometrischen Modellierens beschéftigt sich mit dem rechnergestiitzten
Entwurf und der Manipulation von geometrischen Objekten. Die hierbei entstehenden
Strukturen bilden die Grundlage zum einen fiir Algorithmen und zum anderen fiir reine
Modellierungswerkzeuge.

Das geometrische Modellieren kann in verschiedene Teilgebiete gegliedert werden, die
auf verschiedenen Ansiitzen, Geometrie zu beschreiben, basieren. Werden die geometri-
schen Formen unter dem Blickwinkel der Differentialrechnung betrachtet, so werden die
Methoden unter dem Sammelbegriff der differentialgeometrischen Modellierung zusam-
mengefafst. Besonderes Augenmerk wird bei der differentialgeometrischen Modellierung
auf den Entwurf von Formen gelegt, die beziiglich ihrer Glattheit besonderen Anspriichen
geniigen. Typische Vertreter hierfiir sind die Bezier-Technik und die B-Spline-Technik.

Werden geometrische Formen aus Grundelementen wie Punkten, Kurven, Fléchen-
stiicken und Polyedern zusammengesetzt, so wird vom kombinatorischen Modellieren ge-
sprochen. Das Modellieren mit Zellzerlegungen ist ein Schwerpunkt in dieser Arbeit. Durch
eine konsequente Klassifikation von Zellen und Zellzerlegungen im Kapitel 3 erdffnet sich
ein breites Spektrum von Anwendungen sowohl in der algorithmischen Geometrie als auch
in ingenieurspezifischen Problemfeldern. Wichtig beim kombinatorischen Modellieren ist
der Entwurf und die konsistente Manipulation der topologisch-kombinatorischen Struktur.

Wihrend das differentialgeometrische Modellieren den Entwurf glatter Formen zum Ziel
hat, werden beim fraktalen Modellieren zerkliiftete Formen wie Wolken, Gebirge und Kii-
stenlinien betrachtet. Fraktale Modelle werden héufig durch Iterationsverfahren generiert
und konnen ndherungsweise in einer der vielen anderen Darstellungsformen reprisentiert
werden. Ein guter Uberblick wird in [67] und [84] gegeben.

Sollen neben der Geometrie eines Objektes weitere physikalische Figenschaften model-
liert werden, so kann dies nur in den seltensten Fillen iiber einen einfachen funktionalen
Zusammenhang geschehen. Im allgemeinen ist es nur fiir Teilbereiche mdoglich, eine geeigne-
te Beschreibung anzugeben. Die Modellierung von Gebietszerlegungen und -iiberdeckungen
wird in Kapitel 4 behandelt. Erfolgt die Zerlegung beziiglich einer bestimmten Abstands-
funktion, so wird von der Klasse der Voronoi-Diagramme gesprochen (Abschn. 4.2). Eine
zum Voronoi-Diagramm in der Ebene duale Strukturierung ist die Delauny-Triangulation.
Eine Verallgemeinerung von Dreieckszerlegungen fiihrt zur Simplizialzerlegung in belie-
big dimensionalen Rdumen. Im Abschnitt 4.3 werden diese Zellzerlegungen beschrieben
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und es kann ein Algorithmus vorgestellt werden, der eine minimale konvexe Zellzerlegung
generiert, die im Gegensatz zur Simplizial-Zerlegung immer eindeutig ist.

Aufbauend auf der geometrischen Modellierung von Ingenieurobjekten und auf Gebiets-
zerlegungen kénnen im weiteren physikalische Eigenschaften analysiert und beschrieben
werden. Besonders der Ubergang von punktuell verfiigbaren Informationen auf riumliche
Aussagen steht bei der Interpolation im Kapitel 5 im Mittelpunkt. Neben Interpolationen
auf der Basis von Netzen (Zerlegungen) nehmen in der Praxis auch netzfreie Interpolati-
onsmethoden eine wichtige Rolle ein. Durch die Hinzunahme statistischer Informationen
kommt man zur statistischen Interpolation.

Ein ganz anderer Bereich, bei dem geometrische Modellierung und Interpolation kom-
biniert werden, ist das Morphing (Abschn. 5.8). Hauptanwendungsbereiche fiir Morphing
sind ,special Effects“ bei Film und Fernsehen. Interessante Verkniipfungen entstehen in
Zukunft auch mit anderen Ingenieurwissenschaften. Im folgenden Abschnitt soll auf wichti-
ge Anwendungsbereiche der algorithmischen Geometrie unter besonderer Beriicksichtigung
des Bezuges zum (Bau-)Ingenieurwesen eingegangen werden.

1.2. Anwendungsbereiche

Die klassischen Anwendungsbereiche der algorithmischen Geometrie liegen in der
Computergraphik, der Robotik, den geographischen Informationssystemen und dem
CAD/CAM. Im folgenden soll auf einige Bereiche eingegangen und typische Problemstel-
lungen aufgezeigt werden.

1.2.1. Computergraphik. Der Bereich der Computergraphik umfaft allgemein die
Erzeugung von Abbildern von Modellszenen auf einem Display, einem Drucker oder an-
derem Ausgabegerit. Hierbei konnen die Szenen von einfachen zweidimensionalen Zeich-
nungen, die aus Linien, Polygonen und anderen einfachen Objekten bestehen, bis hin zu
photorealistischen dreidimensionalen Szenen reichen. Die komplexen Szenen kénnen dabei
aus vielen Millionen Polygonen oder gekriimmten Flachenstiicken zusammengesetzt sein.

Da alle diese Szenen aus geometrischen Objekten bestehen, spielen geometrische Algo-
rithmen eine wichtige Rolle in der Computergraphik.

Zu typischen Fragestellungen im zweidimensionalen Raum gehort die Behandlung von
Schnitten und die Identifikation von Objekten sowie deren Lage zueinander. Werden drei-
dimensionale Probleme betrachtet, steigt die Komplexitidt der Verfahren erheblich. FEin
wichtiger Schritt hierbei ist das Entfernen nicht sichtbarer Kanten und Bereiche der Sze-
ne. Soll ein realistisches Aussehen erreicht werden, so werden der Szene Licht und den
Szeneobjekten Oberflicheneigenschaften hinzugefiigt. Die Berechnung von Schatten und
Texturen als auch das Ray-Tracing (Abb. 1.2.1) bendtigen an jedem Punkt der Szene Mo-
delleigenschaften, die durch Interpolation und Approximation (Kap. 5) beschafft werden
miissen.

Verwendet man graphische Algorithmen zur Visualisierung technischer und physikali-
scher Prozesse, so betritt man den Bereich der technischen Visualisierung [131]. Besonders
physikalische Zusténde im Bereich des Bauingenieurwesens entziehen sich hiufig der direk-
ten Beobachtung, da sie im Inneren von Bauwerken, Bauteilen oder geologischen Strukturen



1.2. ANWENDUNGSBEREICHE 9

ABBILDUNG 1.2.1. Kugel mit zwei Lichtquellen

liegen. Sowohl durch moderne Mefkverfahren als auch durch numerische Simulationen ist
man in der Lage, diese Zustinde zu modellieren. Die Verfahren der technischen Visualisie-
rung ermoglichen es, ins Innere zu schauen und die Systemzustinde zu beurteilen.

1.2.2. Geographische Informationssysteme. Ein geographisches Informationssy-
stem, oder kurz GIS, speichert und verwaltet geographische Daten wie Flichen von Lén-
dern, die Hohe von Bergen, den Verlauf von Fliissen, die Art der Vegetation an verschie-
denen Stellen, die Bevolkerungsdichte oder den Niederschlag. Es kann aber auch durch
den Menschen geschaffene Strukturen wie Straften, Bahnlinien, Elektro- oder Gasleitungen
einbeziehen. Ein GIS kann verwendet werden, um Informationen in einem gewiinschten
Bereich zu extrahieren oder mit anderen Daten in Beziehung zu stellen.

Die meisten geographischen Informationen sind an Punkte oder Regionen der Erdober-
fliche gebunden und somit geometrischer Natur. Fiir nichtgemessene Orte miissen die
Eigenschaften (z.B. Hohen) durch Interpolation aus benachbarten Messungen bestimmt
werden. Der Bereich der Interpolationen wird im Kapitel 5 behandelt. Hierbei wird zum
einen zwischen netzfreien und netzbasierten Interpolationsmethoden unterschieden und
zum anderen konnen zuséitzliche statistische Informationen fiir eine Interpolation herange-
zogen werden (Abschn. 5.7).

Digitale Gelindemodelle dienen der Wiedergabe von tatsichlichen rdumlichen Situatio-
nen (z.B. Landschaftsbildsimulationen bei Baumafnahmen, Abbauvorhaben) als Grund-
lage fiir numerische Simulationen oder auch bei Funknetzplanungen sowie in der Stidte-
planung. Durch eine generalisierte Herangehensweise wird die Beschreibung beliebiger
funktionaler Zusammenh#nge moglich. Die Visualisierung erfolgt in der Regel durch Draht-
oder Netzmodelle und durch Auflegen von Flidchendaten (thematische Karten, Luftbilder
etc.). Berechnet werden diese hiufig mittels Dreiecksvermaschung (Abb. 1.2.2) oder durch
regelmafige Gitter.
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ABBILDUNG 1.2.2. Digitales Bathymetriemodell der Gellenrinne

Besonderes Gewicht erhalten Interpolations- und Analysemethoden durch die Verfiig-
barkeit riesiger Datenmengen im World Wide Web.

1.2.3. CAD/CAM. Computer aided design (CAD) beschéftigt sich mit dem Ent-
wurf von Produkten mit Hilfe des Computers. Die Produkte konnen von Maschinenteilen,
Mobeln, Autos bis hin zu ganzen Gebiduden (Abb. 1.2.3) reichen. In all diesen Fillen ist
das entstehende Produkt eine geometrische Realisierung. Die auftretenden Problemstel-
lungen reichen vom Verschneiden und Vereinigen von Objekten {iber das Zerlegen bis hin
zur Visualisierung.

ABBILDUNG 1.2.3. Dachkonstruktion

Auf die Koérpermodellierung (Solid Modeling) als ein wesentlicher Teil des comuterun-
terstiitzten Designs wird im Zusammenhang mit Zellkomplexen im Abschnitt 3.5 einge-
gangen. Sollen die zu erwartenden Eigenschaften der entworfenen Produkte abgeschitzt
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werden, so fiihrt dies hdufig zu einer Kopplung mit einem numerischen Berechnungsver-
fahren. Die fiir die Simulationen (z.B. mit der Methode der Finiten Elemente (FEM))
notwendigen Berechnungsnetze werden durch Netzgeneratoren auf der Grundlage des Kor-
permodells erzeugt. Die Vereinheitlichung von Modellvorstellungen und Datenstrukturen
fithrt zu einer noch engeren Bindung.

Nachdem ein Objekt entworfen und getestet wurde, folgt hiaufig eine computergestiitzte
Herstellung (Computer Aided Manufacturing, CAM). Auf die hierbei auftretenden geome-
trischen Problemstellungen soll im weiteren nicht eingegangen werden.

1.2.4. Robotik, Netzwerke und Transportprobleme. Auf den ersten Blick ha-
ben die Steuerung von Robotern, der Entwurf von Netwerken und Transportprobleme nicht
viel gemeinsam. Thnen allen gemein ist jedoch der Wunsch, moglichst kurze Wege zuriick-
zulegen. Beispielsweise geht es bei der Bahnplanung fiir Roboter darum, eine Bewegung
von einer Ausgangskonfiguration in eine Endkonfiguration zu planen, die Kollosionen mit
der Umgebung vermeidet und auferdem moglichst effizient ist. Ein anderes Beispiel, in
dem Absténde eine zentrale Rolle spielen, ist die Planung von Warenlagern und Umschla-
gorten. Wesentliches Hilfsmittel zur Losung solcher Abstandsprobleme bilden metrische
Raume (Kap. 2.4) und die Bestimmung von Voronoi-Zerlegungen, die im Abschnitt 4.2
studiert werden.

Endpunkte

Steiner Punkte ~

klassisches Problem elektronischer Schaltkreis

ABBILDUNG 1.2.4. Steiner-Probleme (aus [36])

Auch bei der Planung von Energie-, Wasserleitungs- und Telefonnetzen spielt der
Wunsch, moglichst kurze Verbindungen zu realisieren eine zentrale Rolle. Die Abstraktion
solcher Probleme kann auf die Bestimmung kiirzester Netzwerke zuriickgefiithrt werden.
Hierbei stellt sich die Frage, wie kann man das kiirzeste Netzwerk, das eine Anordnung
von beispielsweise hundert Punkten durch gerade Linien verbindet, finden. Die Klasse
solcher Problemstellungen werden nach dem Schweizer Mathematiker Jacob Steiner (1796-
1863) als Steiner-Probleme bezeichnet. Anwendungen sind im Bereich der Planung und
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Realisierung von Telefon-, Pipeline- und Strafennetzen zu finden. Angenéherte oder exak-
te Losungen konnen Richtlinien fiir das Netzwerk-Layout und den Materialbedarf liefern.
Unter Zuhilfenahme von Nebenbedingungen kénnen geographische Gelédndestrukturen mit
einbezogen werden oder es konnen die kiirzesten Verbindungen in bereits vorhandenen
Netzwerken gefunden werden. Die weitaus wichtigste Anwendung liegt im Design elek-
tronischer Schaltkreise (Abb. 1.2.4). Die mogliche Schaltgeschwindigkeit hdngt von der
Lange des Netzwerkes von Leiterverbindungen ab. Da die Leiterverbindungen im allgemei-
nen nur in zwei Richtungen verlaufen, miissen andere geometrischen Eigenschaften als die
der euklidischen Geometrie zugrunde gelegt werden.

1.2.5. Sonstige Anwendungsbereiche. Neben obigen Anwendungsbereichen gibt
es eine Vielzahl von Einzelanwendungen in denen geometrische Probleme auftreten und
geometrische Algorithmen und Datenstrukturen zu deren Losung eingesetzt werden. Be-
kannte Beispiele kommen aus dem Bereich der molekularen Modellierung und der Muste-
rerkennung. Anwendungen aus dem produzierenden Gewerbe kénnen die Steuerung von
Frasmaschienen oder Zuschnittsprobleme in der Textilindustrie sein. In Zukunft werden
auch nichtgeometrische Fragestellungen geometrisch formuliert und gelost. Beispiele hier-
fiir sind Optimierungsaufgaben, Parameterinterpolationen und die Datenhaltung innerhalb
von Datenbanken. Neue Fragestellungen kommen hinzu, wenn Interpolation und Extrapo-
lation von Daten sowohl im Raum als auch in der Zeit betrachtet werden miissen.

Neben den Beziigen zu Anwendungen im Bauingenieurwesen in den jeweiligen Kapiteln
wird am Ende dieser Arbeit der Schwerpunkt auf Anwendungen geometrischer Algorithmen
in der Umweltsystemmodellierung (Kap. 6) gelegt. Hierbei wird sowohl auf die verschie-
denen Aspekte der bathymetrischen Modellierung im Kiisteningenieurwesen (Abschn. 6.1)
als auch auf geometrische Aspekte der Modellbildung geologischer Systeme eingegangen.

Geographische Informations-Systeme bilden in vielen Bereichen die Basis fiir Planungs-
und Entscheidungsprozesse.  Auf der anderen Seite entwickeln sich Geographische
Informations-Systeme (Abschn. 6.3) immer mehr zu einem bindenden Glied zwischen Da-
tenerhebung und -haltung iiber die Datenanalyse bis hin zu prognostischen Werkzeugen in
Form von Simulationssystemen. Fiir eine Vielzahl numerischer Simulationen zur Beschrei-
bung von Umweltprozessen miissen aus den Geometrieinformationen Gitternetze generiert
werden, die als Rechennetze Verwendung finden. Neben den Netzen haben die verwendeten
Rand- und Anfangswerte einen entscheidenden Einfluf auf die Qualitit der Simulationser-
gebnisse. Auch in diesen Bereichen kénnen geometrischer Algorithmen zur Adaption der
Modellrandwerte (Abschn. 6.5) und zur Identifikation von Parametern aus parametrischen
Modellansetzen (Abschn. 6.6) herangezogen werden.



KAPITEL 2

Methodische Grundlagen

Seit friithester Kindheit verbinden wir mit dem Begriff des Raumes unsere Umgebung.
Schon im Altertum haben sich Wissenschaftler wie PYTAGORAS und EUKLID mit geome-
trischen Problemen beschiftigt und erste wissenschaftliche Grundlagen des Raumbegriffes
eingefithrt. EUKLID fiihrte eine Axiomatik ein, die dem Raum unserer Erfahrungen mit
dem Begriff des euklidischen Raumes eng in Verbindung brachte. Die Geometrie des eu-
klidischen Raumes war iiber Jahrhunderte Gegenstand intensiver Forschungen. Die Ein-
fiihrung von Koordinaten durch DESCARTES ermdoglichte es, geometrische Objekte durch
Zahlen zu beschreiben. Weitere Eigenschaften der uns umgebenden Riume konnten mit
der Zeit formalisiert werden. So sind Konstruktionsprozesse [106], die Schaffung geogra-
phischer Informationssysteme [75] als auch die Modellierung von Verkehrssystemen [80]
im Rechner ohne die Kenntnis topologischer Eigenschaften nicht oder nur unzureichend
moglich. Erst durch eine solche Formalisierung wird man in die Lage versetzt, komplexe
Sachverhalte im Rahmen numerischer Methoden zu beschreiben. Das grundlegende Ver-
stdndnis von Funktionenrdaumen ermoglicht die Nutzung der Methode der Finiten Elemente
(siche [182]| und [71]) sowohl in der Umwelttechnik, der Meterologie, dem Kiisteninge-
nieurwesen [130] als auch im Fahrzeugbau. Nicht zuletzt der stochastische Charakter der
meisten natiirlichen Prozesse erfordert die Kenntnis von Mafridumen, die am Ende dieses
Abschnittes behandelt werden.

Durch die Nutzung des Computers als Werkzeug ohne Augen, riickten geometrische
Fragestellungen und deren Abstraktion wieder in den Vordergrund. Bei der Organisation
von Daten und der Formulierung von Algorithmen muf sich die Frage gestellt werden, auf
welchen geometrischen bzw. mathematischen Eigenschaften diese basieren. Bevor jedoch
auf konkrete mathematische Rdume eingegangen werden kann, sind einige Vorbetrachtun-
gen notwendig. So lakt es sich nicht vermeiden, den Begriff der Menge niher zu beleuchten.

2.1. Mengen und Folgen

Als wesentliche Grundlage vieler Bereiche der Naturwissenschaften dient der Begriff
der Menge. Und gerade dieser mathematische Grundbegriff ist nicht eindeutig definierbar.
Haufig wird deshalb auf eine von G.CANTOR gegebene Beschreibung zuriickgegriffen: ,Jede
Zusammenfassung von bestimmten wohlunterscheidbaren Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens (welche die ,Elemente“ der Menge genannt werden) zu einem Ganzen“
wird als Menge bezeichnet. In einer Menge darf jedes Element nur einmal vertreten sein.
Es wird also vorausgesetzt, dak fiir je zwei Elemente z, y € M festgestellt werden kann,

13
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ob sie gleich (was mit © = y gekennzeichnet wird) oder ungleich sind. Hierbei muf die
Relation der Gleichheit eine Aquivalenzrelation sein.

Im weiteren werden die grundlegenden Begriffe Teilmenge, Komplement sowie die
Mengenoperationen Durchschnitt (N), Vereinigung (U) und Mengendifferenz (\) als
bekannt vorausgesetzt ([8],[48],[2]). Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird als
Michtigkeit bzw. Kardinalzahl von M (|M]) bezeichnet. Ist |M| = 0, so wird von der
leeren Menge () gesprochen, von einer endlichen, wenn |M| < oo und sonst von einer
unendlichen. Zwei Mengen M und N werden als disjunkt bezeichnet, wenn M NN =
gilt. Die Elemente einer Menge konnen selbst wieder Mengen sein. Die Potenzmenge P (M)
einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M.

Ein wesentliches Merkmal einer Menge ist, dafl in ihr keinerlei Ordnung herrscht. So
kann man nicht von einem ersten oder letzten Element sprechen bzw. von Nachfolgern.
Durch die Aufprigung einer natiirlichen Ordnung wird aus einer Menge eine Folge.

DEFINITION 2.1.1. Eine eindeutige Abbildung ¢ der Menge R der natiirlichen Zahlen
in eine Menge M heifst Folge. Setzt man fiir n € X : ¢(n) = a,, so nennt man die a,, die
Glieder der Folge und schreibt ¢ = {a,}.

Ausgehend von der Ordnung der natiirlichen Zahlen kann ein allgemeiner Ordnungsbe-
griff iiber die Definition von Relationen mit speziellen Eigenschaften erfolgen.

DEFINITION 2.1.2. Eine Menge M mit den Elementen a,b, ¢ besitzt eine Relation <,
die eine Ordnung(-srelation) auf M definiert, wenn die drei folgenden Vorraussetztungen
erfiillt sind:

1. a < a,
2. falls a < b und b < a, dann ist a = b,
3. falls a < bund b < ¢, dann ist a < c.

Das Paar (M, <) heift dann eine geordnete Menge. Die Ordnung kann auch auf Mengen
von Mengen erweitert werden.

Erfiillt eine Relation die unter 1 genannte Bedingung, so wird sie als reflexiv bezeichnet.
Ist dagegen 2 erfiillt, wird sie als antisymmetrisch bezeichnet. Gilt demgegeniiber 3, so ist
die Relation transitiv. Damit eine Ordnung auf einer Menge definiert ist, muf folglich eine
reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf dieser Menge gegeben sein.

Der Zermelo’sche Wohlordnungssatz besagt, dafs sich jede Menge wohlordnen 1dft. Hier-
bei bezeichnet man eine Menge M als wohlgeordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge von
M ein erstes Element hat.

2.2. Allgemeine Riume

Das Konzept der mathematischen Raume hat einen sehr allgemeinen Charakter. Bei
der Einfiihrung und Definition von Rdumen wird im weiteren versucht, eine stindige Spe-
zialisierung der Raume zu dokumentieren und ihre wichtigsten Eigenschaften aufzufiihren.
Die grundlegendste Figenschaft eines Raumes kann durch die Regel: ,Wo ein Korper ist,
kann sich kein zweiter befinden.”, beschrieben werden. Dies bedeutet, dals die Elemente
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eines Raumes wohlunterscheidbar sind und jedes nur einmal auftreten darf. Durch be-
stimmte Beziehungen zwischen den Elementen des Raumes erfolgt eine Strukturierung der
Menge. Dies fiihrt zur folgenden

DEFINITION 2.2.1. Ein Raum M ist eine strukturierte Menge von Elementen m;, deren
Anzahl beliebig sein kann.

Werden die Elemente eines Raumes betrachtet, so spricht man auch haufig von den
Punkten des Raumes. Eine genauere Festlegung der Verschiedenheit der Elemente eines
Raumes kann z.B. iiber die Definition eines Abstand zwischen ihnen geschaffen werden.
Hat ein Raum die Eigenschaft, zwischen zwei Elementen den Abstand zu definieren, so
spricht man von einem metrischen Raum. Durch die Bildung von Teilmengen von Elemen-
ten eines Raumes mit festgelegten Eigenschaften erhélt man eine andere Strukturierung der
Elemente eines Raumes. Raume, auf denen Mengensysteme definiert sind, werden topolo-
gische Rdume genannt. Werden Rechenregeln (in Anlehnung an die der reellen Zahlen) wie
Addition und Multiplikation mit und auf den Elementen des Raumes definiert, so spricht
man von linearen Rdumen.

Insbesonders lineare Riume spielen im weiteren eine zentrale Rolle, da sie den uns
umgebenden Riumen unserer Erfahrung im wesentlichen entsprechen. Den Elementen
eines linearen Raumes konnen weitere Eigenschaften mit auf den Weg gegeben werden.
Solche sind der Betrag (Norm) eines Elementes und die Einfithrung von Winkelbeziehungen
(Skalarprodukt) zwischen den Elementen.

Es wird sich zeigen, daf eine gewisse Hierarchie bei der Definition der unterschiedlichen
Raume existiert. Eine Strukturierung der Radume beziiglich ihrer Spezialisierung ist in der
Abbildung 2.2.1 dargestellt.

Raum
topologischer metrischer linearer
Raum Raum Raum
|
v v
normierter Raum mit
Raum Skal arprodukt

ABBILDUNG 2.2.1. Raumhierarchie
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2.3. Der topologische Raum

In topologischen Rdumen wird neben der Unterscheidbarkeit der Elemente des Raumes
zusitzlich so etwas wie Nahe eingefiihrt, ohne daft zwangslaufig ein Abstand definiert sein
muf. Die Umgebung ist hierbei der grundlegende Begriff. Im folgenden wird ein Zugang
iiber ein Axiomensystem fiir offene Mengen verfolgt, der es ermdoglicht, eine vereinfachte
Definition des allgemeinen Umgebungsbegriffes zu geben. Eine umfassende Einfiihrung in
die Theorie der topologischen Rdume wird in [156] und [120] gegeben.

DEFINITION 2.3.1. Es sei M eine Menge. Ist fiir M ein System (2 von Teilmengen
festgelegt, das folgende Eigenschaften besitzt:

1. die leere Menge () und M gehoren zu €,
2. die Vereinigung einer beliebigen Familie von Mengen aus €2 gehort zu Q und
3. der Durchschnitt von endlich vielen Mengen aus €2 gehort zu €2,

so sagt man, dal €2 auf M eine Topologie definiert.

DEFINITION 2.3.2. Eine Menge M, auf der eine Topologie (2 definiert ist, heilst topo-
logischer Raum und wird mit (M, Q) bezeichnet. Die Elemente von M heifen Punkte
des topologischen Raumes.

BEISPIEL: Gegeben sei die Menge M = {0,1,2,3}. Dann lassen sich u.a. folgende
Topologien festlegen:

1. {}, {0,1,2,3} (indiskrete Topologie),

Mengen {3}, {0,3}, ).

3. Potenzmenge P (M) von M (diskrete Topologie).
Die Elemente einer Teilmenge T der Potenzmenge P (M), durch die eine topologische Struk-
tur festgelegt wird, werden als offene Mengen des topologischen Raumes bezeichnet.

Das Gegenstiick zum Begriff der offenen Menge ist der Begriff der abgeschlossenen
Menge.

DEFINITION 2.3.3. Eine Teilmenge 7" C M heiltt abgeschlossen, wenn ihr Komple-
ment 7°¢:= M \ T offen ist.

Die Eigenschaften offen und abgeschlossen schliefsen sich nicht gegenseitig aus. Teilmen-
gen eines topologischen Raumes kénnen sowohl abgeschlossen als auch offen sein. Aus der
Definition einer Topologie kann sofort festgestellt werden, daf die gesamte Menge M und
die leere Menge zugleich offen und abgeschlossen sind. Weiterhin ist in einem Raum mit
einer diskreten Topologie jede Teilmenge zugleich offen als auch abgeschlossen. Offenbar
sind die diskrete Topologie (die Potenzmenge P (M) von M) und die indiskrete Topologie
({0, M}) ausgezeichnete Topologien und werden als feinste und grobste Topologie bezeich-
net. Diese Betrachtungen fiithren zur Definition der Vergleichbarkeit von Topologien.

DEFINITION 2.3.4. Zwei Topologien 77 und 75 auf M heifen vergleichbar, wenn eine
der Topologien eine Teilmenge der Anderen ist. Gilt T C T, so heifst T} die grobere und
T, die feinere Topologie.
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Mit Hilfe der offenen Mengen it sich nun der Begriff der Umgebung eines Punktes in
einem topologischen Raum definieren.

DEFINITION 2.3.5. Man nennt eine Teilmenge U Umgebung des Punktes p, falls es
eine offene Menge O gibt, so dal p € O C U gilt.

Ein Punkt p € M heifst innerer Punkt, falls es eine Umgebung U von p gibt, deren
Punkte alle zu M gehoren. Die Menge der inneren Punkte von M heiftt das Innere von
M. Als Umkehrung wird ein Punkt p &ufierer Punkt genannt, wenn er innerer Punkt
der komplementiaren Menge ist. FEin Randpunkt liegt dann vor, wenn er nicht innerer
Punkt aber auch nicht duferer Punkt ist.

Mo6chte man vom Abschluf einer Menge in einem topologischen Raum sprechen, so mufs
zunichst der Begriff des Beriihrungspunktes eingefiihrt werden. Ein Punkt p des topologi-
schen Raumes M heiftt Beriihrungspunkt der Teilmenge 7" von M, wenn jede Umgebung
von p einen nichtleeren Durchschnitt mit 7" besitzt. Offensichtlich sind alle inneren und
auch alle Randpunkte von 7" Beriihrungspunkte von 7'. Die Menge der Beriihrungspunkte
von T heikt abgeschlossene Hiille und wird mit 7 bezeichnet. Ist die abgeschlossene
Hiille die kleinste abgeschlossene Menge, die T" enthilt so wird die grofste offene Menge,
die in T enthalten ist, als offener Kern 7" oder int(T') bezeichnet.

Werden mehrere topologische Rdume betrachtet, so gelangt man auf natiirliche Weise
zu der Fragestellung, ob es ausgezeichnete Abbildungen zwischen solchen topologischen
Raumen gibt. Eine zentrale Rolle spielen Abbildungen, die die Eigenschaften von Gebilden
(Teilmengen) im topologischen Sinne erhalten.

DEFINITION 2.3.6. Homdomorph oder topologisch heifst eine Abbildung des topolo-
gischen Raumes X in den topologischen Raum Y, wenn sie umkehrbar eindeutig (bijektiv)
ist und wenn sie offene Mengen ineinander abbildet. Dies bedeutet, daf jede offene Menge
von X eine offene Menge von Y als Bild besitzt und jede offene Menge von Y Bild einer
offenen Menge von X ist.

Eine weitere haufig betrachtete Eigenschaft von Abbildungen ist die Stetigkeit. Eine
sehr allgemeine Definition kann auf der Grundlage einer Topologie gegeben werden.

DEFINITION. Es seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung
von X nach Y. f heift stetig im Punkt € X, wenn es zu jeder Umgebung U(f(x))
von f(x) eine Umgebung U;(x) von z gibt, mit der Eigenschaft: f (U; (x)) C U (f (2)).

Es seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heiftt stetig, wenn
sie in jedem Punkt von X stetig ist.

DEFINITION 2.3.7. Existieren zwischen topologischen Raumen zwei stetige Abbildun-
gen f und g mit f,¢g : X — Y, dann heifen diese homotop (f =~ ¢), wenn es eine dritte
stetige Abbildung A : X x [0,1] — Y gibt, so dak gilt: h(x,0) = f (z) und h(x,1) = g (2)
fiir alle ¢ € X. Die Abbildung h wird Homotopie genannt, wobei sie mitunter auch als
stetige Deformation von f in g bezeichnet wird.
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Diese sehr allgemeine Definition wird erst in spéteren Abschnitten an Bedeutung ge-
winnen, wenn es um Interpolationen in Funktionenrdumen (Abschn. 5.2) geht oder um
Anwendungen wie das Morphing von Objekten (Abschn. 5.8).

Im Rahmen von Anwendungen im Ingenieurwesen und bei der Geometriemodellierung
tritt die Aufgabe in den Vordergrund, topologische Invarianten zu bestimmen. Ziel hierbei
ist die Klassifizierung von realen geometrischen Objekten nach ihren topologischen Eigen-
schaften. Umgangssprachlich bedeutet dies, dal Abmessung und Form keine Rolle spielen.
Es miissen jedoch die wesentlichen topologischen Eigenschaften erhalten bleiben.

Zwei Realisierungen X und Y einer mathematischen Struktur sieht man als nicht we-
sentlich verschieden an, wenn es eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge X auf
die Menge Y gibt, welche die Struktur erhilt. Zu den schon genannten Eigenschaften

nichttopologisch O topologisch

A

ABBILDUNG 2.3.1. Topologische und nichttopologische Abbildung

e Offenheit,
e Randpunkteigenschaft,
e Trennung von innen / aufen,

gehort auch der Zusammenhang von Mengen. Zusammenhang ist ein sehr intuitiver Begriff.
Es stellt sich aber heraus, dafs die intuitive Vorstellung von Zusammenhang nicht dem
topologischen Zusammenhang, sondern dem Weg-Zusammenhang entspricht.

DEFINITION 2.3.8. Ein topologischer Raum (M, Q) heifst nicht zusammenhéngend,
wenn M die Vereinigung zweier nichtleerer, offener disjunkter Teilmengen ist, wenn also

M:MIUMQ mit Ml,MQEQ, Mlﬂ]\/[gzﬂund MI,MQ%Q

gilt. Der Raum (M, Q) heift zusammenhingend, wenn er nicht nicht zusammenh#ngend
ist.

Dies bedeutet, dak ein topologischer Raum M zusammenhéngend ist, falls fiir jedes
Paar disjunkter Mengen M; und M, mit M; U M, = M entweder M; oder M, die leere
Menge ist.

Bei der Untersuchung topologischer Raume ist es hdufig vorteilhaft, statt der Menge
aller offenen Untermengen eine solche Untermenge zu betrachten, dafk jede offene Menge
Vereinigung (endlich oder unendlich) vieler Elemente dieser Untermenge ist.
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DEFINITION 2.3.9. Sei (M, ) ein topologischer Raum. Ein System B offener Mengen
von M, also mit B C €2, heifst eine Basis der Topologie €2, wenn

1. jede offene Menge G € €2 Vereinigung von Mengen aus B ist,
2. zu jedem Punkt p, der zu einer offenen Menge G gehort, eine Menge D € B mit
p € D C (G existiert.

Jeder topologische Raum hat zumindest eine Basis, namlich die Basis, die aus allen offenen
Mengen besteht. Es gibt jedoch auch Basen die aus weniger Elementen bestehen.
BEISPIEL: Im euklidischen Raum % sind z.B. Basen:

e Die Menge der offenen Kugeln K (m,r) mit rationalen Radien und rationalen Mit-
telspunktskoordinaten.

e Die Menge aller offenen Kugeln.

e Die Menge aller offenen Wiirfel mit zu den Achsen des Koordinatensystems parallelen
Kanten.

Héaufig wird man vor dem Problem stehen, daf man zu einem Raum nur noch eine Teil-
menge betrachten will. Hierbei moéchte man wissen, ob Eigenschaften des Oberraumes
Eigenschaften in der Teilmenge nach sich ziehen.

DEFINITION 2.3.10. Sei (M,€) ein topologischer Raum und 7" C M, so wird auf T
eine Topologie, die Relativtopologie, wie folgt induziert: Q7 := {wNT : w € Q}.

Ausgehend von dieser Definition kann man nun von relativ inneren, dufseren und Rand-
Punkten sowie vom Zusammenhang von Teilmengen eines topologischen Raumes sprechen.

DEFINITION 2.3.11. Eine Teilmenge T eines topologischen Raumes M wird zusam-
menhingend genannt, wenn sie versehen mit der Relativtopologie einen zusammenhén-
genden topologisachen Raum bildet.

Verwendet man an dieser Stelle die Definition 2.3.8 von nicht zusammenhéngenden to-
pologischen Rdumen, so werden zwei Mengen A und B als nicht zusammenhingend
(separiert) bezeichnet, wenn sie versehen mit der Relativtopologie einen nicht zusammen-
hingenden topologischen Raum bilden.

Eine wichtige Spezialisierung topologischer Rdume erreicht man durch die Forderung
der Trennbarkeit der Elemente des Raumes.

DEFINITION 2.3.12. Ein topologischer Raum (M, Q) heift separiert bzw. erfiillt das
Trennungsaxiom 75, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
Zu zwei beliebigen aber verschiedenen Elementen p und ¢ des Raumes M gibt es stets
Umgebungen U(p) und U(q), deren Durchschnitt leer ist: U(p) N U(q) = 0.

Die Separierbarkeit eines topologischen Raumes gibt Aufschluf iiber dessen Feinheit.
Ein solcher topologischer Raum, der separierbar ist, wird auch Hausdorffscher Raum
genannt. Es wird sich im néchsten Abschnitt herausstellen, daf jeder durch eine Metrik in-
duzierte topologische Raum ein Hausdorffscher Raum ist. Neben dem Hausdorff-Kriterium
sind in der Mathematik noch weitere Trennungsaxiome, die spezielle topologische Raume
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charakterisieren, iiblich. Da sie fiir diese Arbeit von untergeordneter Bedeutung sind, wird
nicht nidher auf sie eingegangen.

In Anlehnung an das Hausdorffsche Trennungsaxiom kann nun festgelegt werden, was
man unter getrennten Mengen eines topologischen Raumes zu verstehen hat.

Im Rahmen der Bauinformatik wird die Topologie im wesentlichen zur Charakterisie-
rung der rdumlichen Beziehungen von Ingenieurobjekten herangezogen. Hierbei ist die
Topologie stets ein gemeinsames Charakteristikum von zwei oder mehreren Ingenieurob-
jekten. Die topologische Strukturierung raumbezogener Objekte - z.B. innerhalb von Geo-
Informations- oder CAD-Systemen - bietet den Vorteil, ohne Kenntnis ihrer Koordinaten,
sie in ihren gegenseitigen Beziehungen zu manipulieren. Andere Fragestellungen sind Kon-
sistenzpriifungen in geometrischen Modellen [106], Abfrage iiber kiirzeste Wege innerhalb
raumbezogener Daten oder Untersuchungen des fiir die Prisentation interessanten Vierfar-
benproblems.

2.4. Der metrische Raum

Eine genauere Festlegung der Verschiedenheit von Elementen eines Raumes ist durch
den Begriff des Abstandes moglich. Im folgenden Kapitel werden neben den grundlegenden
Definitionen und Eigenschaften metrischer Rdume weitere wichtige, mit dem Abstandsbe-
griff eng zusammenhéngende Begriffe eingefiihrt und erldutert. Zu den wichtigsten Ver-
tretern gehoren die Kugel, die Konvergenz sowie Nachbarschaftsbeziehungen in Form von
VORONOI-Zerlegungen. Am Ende wird auf vollstindige Rdume eingegangen. Erginzende
Darstellungen zu den Eigenschaften metrischer Rdume findet man in [33].

DEFINITION 2.4.1. Ein Raum M heift ein metrischer Raum, wenn jedem Elemen-
tepaar p, ¢ aus M eine nichtnegative reelle Zahl d(p, ¢) mit folgenden Eigenschaften:

1. d(p,q) =0 <= p =g, (Identitatsaxiom)
2. d(p,q) = d(q,p)Vp,q € M, (Symmetrieaxiom)
3. d(p,q) < d(p,r) +d(r,q)Vp,q,7 € M (Dreiecksungleichung)

zugeordnet werden kann. Eine bindre reellwertige Funktion, die nur symmetrisch und fiir
alle Elementepaare des Raumes positiv ist und nicht der Dreiecksungleichung geniigt, wird
als Halbmetrik oder Distanzfunktion bezeichnet.

Die Funktion d : M x M — R heift Metrik auf M. Bei der Definition einer Metrik
sind keine zusitzlichen Bedingungen an die Elemente des Raumes zu stellen.

Die folgenden Beispiele zeigen, dafl nicht nur die Rdume unserer Erfahrungen mit
Abstandsfunktionen versehen sind, vielmehr ist es moglich, auch abstraktere Mengen wie
z.B. Zeichensitze mit Abstandfunktionen zu versehen und so wohlbekannte Verfahren
anwendbar zu machen. Wenn es erforderlich ist, werden metrische Raume im folgenden
auch als geordnete Paare (M, d) identifiziert.

BEISPIEL 1: Die Menge R der reellen Zahlen bildet beziiglich
d(p,q) = Ip —q|



2.4. DER METRISCHE RAUM 21

einen metrischen Raum.

BEISPIEL 2: In der Menge R? = R x R wird durch
d((p1,p2), (¢1,42)) = |p1 — 1| + |p2 — o]
eine Metrik m; definiert. Man nennt sie auch Taxi-Metrik (weil in einem gitterféormigen
Strakennetz die von einem Taxi zuriickgelegte Fahrstrecke zwischen zwei Punkten dieser
Metrik entspricht) oder auch Manhatten-Metrik.

BEISPIEL 3: In R? wird durch
d((p1,p2), (q1,42)) := \/(?1 —q1)2+ (p2 — ¢2)?
eine Metrik mo definiert, welche mit der anschaulichen Vorstellung von der Entfernung
zweler Punkte in der Ebene iibereinstimmt. Man nennt sie auch die euklidische Metrik
in 12

BEISPIEL 4: d((p1,p2), (¢1,¢2)) := max(|p1 —q1], |p2 — ¢2|) wird als Maximum-Metrik
bezeichnet.

Allgemein kann man bei den reellen Vektorrdumen fiir jedes p > 1 eine Metrik

dy (7, ) = (X g — ril")?
definieren.

BEISPIEL 5: Die Menge aller Buchstaben bilden einen metrischen Raum. Wird jedem
Buchstaben eine natiirliche Zahl (z.B. der ASCII-Code) zugeordnet, so kann man einen
Abstand zwischen zwei Zeichen als Betrag der Differenz der zugeordneten Zahlen definieren.

AUSSAGE: Die Linearkombination mit positiven Vorfaktoren von Metriken auf einer
gegebenen Menge ist wieder eine Metrik.

Eine zentrale Rolle in metrischen Rdumen spielt der Begriff der Kugel und die mit ihr in
engem Zusammenhang stehende Eigenschaft der Beschrinktheit einer Menge. Betrachtet
man einmal die formale Definition einer Kugel, so mufs man feststellen, dafs es Kugeln
gibt, die iiberhaupt nicht im klassischen Sinne rund sind (siehe Abbildung 2.4.1). Das
Vorhandensein von Kugeln setzt immer die Existenz einer Abstandsfunktion voraus.

DEFINITION 2.4.2. Unter einer Kugel mit dem Radius R und dem Mittelpunkt p°
versteht man alle Elemente p aus M, deren Abstand zu p° kleiner gleich dem Radius R ist

(2.4.1) K@’ R):={pe M:dp’ p) <R}.

Neben der Verschiedenheit einzelner Elemente kann iiber die Abstandsfunktion eine
Charakterisierung der Ausdehnung einer Teilmenge eines metrischen Raumes vorgenom-
men werden.

Eine Kugel mit minimalem Radius, die eine Menge M umschlieft, heifst Umkugel
von M, eine grofte Kugel, die in ihr vollstindig enthalten ist, Inkugel. Weder Um-
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y y‘ y

ABBILDUNG 2.4.1. Verschiedene Metriken in 2

noch Inkugel sind damit eindeutig definiert, noch immer vorhanden. So sind In- und
Umkugel einer unbeschrankten Menge nicht vorhanden, wihrend der Streifen zwischen
zwei parallelen Hyperebenen unendlich viele Inkugeln hat.

Eine Menge A eines metrischen Raumes M heiflt beschrinkt, falls es eine Kugel
K(p°, R) C M mit endlichem Radius R gibt, so dak A vollstindig in dieser Kugel liegt:
AC K" R).

Metriken erhalten ein besonderes Gewicht bei der Formulierung einer ganzen Klasse von
Interpolations- und Approximationsverfahren (Abschn. 5.6.1 zur Shepard-Interpolation
oder Abschn. 5.7 zu geostatistischen Methoden). Aber auch bei der Zerlegung eines
Gebietskontinuums in Teilgebiete spielen Abstandsfunktionen eine zentrale Rolle.

2.4.1. VORONOI-Zerlegung.
Die Beschreibung von Einflufs- und Einzugsbereichen sind haufig auftretende Problemstel-
lungen. Beispiele hierfiir sind Gravitations-, elektromagnetische und andere Kraftfelder.

Gegeben sei eine Punktmenge P = {p', p?, ..,p"'} in einem metrischen Raum M. Die
Beziehung der Punkte p des metrischen Raumes zu den Bezugspunkten p* kann durch
den Abstand d(p, p¥) allein nicht eindeutig beschrieben werden, da mehr als ein Punkt
aus M den Abstand d zu p* besitzen kann. Im Gegensatz hierzu ist die Teilmenge in M
eindeutig, deren Punkte einen geringeren Abstand zu p* als zu allen anderen Punkten in
P besitzen. Diese Eindeutigkeit ist die Grundlage zahlreicher geometrischer Methoden, zu
denen auch die Voronoi-Zerlegung gehort. In der Literatur ist die Definition von Voronoi-
Zerlegungen und deren zugrundeliegenden Voronoi-Regionen nicht einheitlich (siehe [19]
und [99]). Der wesentliche Unterschied liegt darin, ob eine solche Region abgeschlossen
oder offen ist. Im Rahmen dieser Abhandlung werden Voronoi-Regionen wie auch Kugeln
immer als abgeschlossene Mengen in der metrischen Topologie aufgefafst.

Die Menge der Punkte p € M, deren Abstand zu einem Bezugspunkt p* aus P kleiner
oder gleich ihrem Abstand zu allen anderen Bezugspunkten aus P ist, heift Voronoi-
Region des Bezugspunktes p*. Als Kurzbezeichnung wird V-Region V R, verwendet:

(2.4.2) VR (p*) :={pe M : d(p,p*) <d(p.p’) Vi#k}.
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Voronoi-Regionen kénnen sowohl beschrinkt als auch unbeschrénkt sein. Thre geometri-
schen Eigenschaften und ihr Aussehen héingen von der Lage der Voronoi-Punkte sowie
wesentlich von der zugrundeliegenden Metrik ab (Abb. 2.4.2).

Manhatten— euklidische—
Metrik Metrik
dz—Metrik Maximum-—

Metrik

ABBILDUNG 2.4.2. Voronoi-Zerlegungen einer Punktmenge beziiglich unter-
schiedlicher Metriken

DEFINITION 2.4.3. Die Menge aller V-Regionen VD := {VR;, VRy, .., VRy} wird als
Voronoi-Zerlegung bezeichnet.

Der Punkt p* heift niichster Nachbar der Punkte in VR;. Die Menge der Punkte,
die denselben Abstand zu zwei Bezugspunkten p’ und p™ haben, heikt Voronoi-Grenze
VG(p',p™) = VR(p') N VR(p™) zwischen p' und p™. Eine andere gebriuchliche Bezeich-
nung fiir die Menge aller Punkte mit gleichem Abstand zu zwei Bezugspunkten ist Bisektor
B (p',p™). Der Begriff der Voronoi-Grenze wurde gewihlt, um auch solche Punktmengen
beschreiben zu kénnen, die zu mehr als zwei Voronoi-Regionen gehdren.

Der Begriff des Voronoi-Diagramms wird in der Literatur nicht eindeutig verwendet.
Im Rahmen dieser Arbeit wird der Definition von R. Klein [99] gefolgt: ,Die Menge aller
Punkte, die keinen eindeutigen nidchsten Punkt besitzen, sondern zwei oder mehr néchste
Nachbarn haben, werden als Voronoi-Diagramm bezeichnet®.

Die soeben dargestellten Definitionen stellen jedoch nur eine kurze Einfiithrung dar,
so dak dem Themenkomplex Voronoi-Zerlegungen ein eigener Abschnitt gewidmet wird
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(Abschn. 4.2).

2.4.2. Folgen und Konvergenz.
Folgen sind Mengen, denen eine Ordnungsstruktur aufgepragt ist. Mit Hilfe des Folgen-
begriffes ist eine einfache Identifizierung von Elementen einer Menge moglich. Ein Folge

ist eine Zuordnungsvorschrift der Elemente einer Menge zur Menge der natiirlichen Zahlen
(Def. 2.1.1).

DEFINITION 2.4.4. Ein Element a des metrischen Raumes (M, d) heift Grenzwert
oder Limes einer Folge {a,} C M, wenn es zu jeder reellen Zahl £ > 0 eine natiirliche
Zahl ny(g) gibt, so daf fiir alle n > ng gilt d(a,,a) < €. Besitzt eine Folge {a,} den
Grenzwert a, dann sagt man: Die Folge {a,} konvergiert gegen den Grenzwert a. Eine
Folge heifft divergent, wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

Besonders die Beurteilung der Konvergenz von Folgen ist kein einfaches Unterfangen.
Nach den obigen Definitionen wird vorausgesetzt, daf man von einem Element a € M
vermuten muf, daf es der Grenzwert der zu untersuchenden Folge ist. Es wird sich zeigen,
daf in gewissen metrischen Rdumen die Frage, ob eine Folge konvergent ist, auf anderem
Wege beantwortet werden kann. Dazu fiihrt man zunéchst einen neuen Begriff ein.

DEFINITION 2.4.5. Eine Folge {a,} € (M,d) wird genau dann Fundamentalfolge
oder Cauchy-Folge genannt, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine natiirliche Zahl
N(e) derart gibt, daf fiir alle natiirlichen Zahlen m, n gilt:

Wenn m, n > N(¢) ist, so folgt d(am,a,) < €.

THEOREM. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum (M,d) ist auch eine
Fundamentalfolge in (M, d).

BEWEIS. Es sei {a,} eine konvergente Folge in (M, d) mit dem Grenzwert a € M.
Wihlt man ein beliebiges € > 0, so gibt es eine Zahl ny(e/2) mit d(a,,a) < ¢/2 fiir alle
n > ng. Betrachtet man nun den Abstand zwischen zwei Folgengliedern a,, und a,, mit
n,m > ng, so gilt:

d(am, a,) < d(am,a) + d(a,a,) < e.
U
DEFINITION 2.4.6. Eine Menge M heift kompakt, wenn jede Folge {a,} eine konver-
gente Teilfolge {a,, } mit einem Grenzwert a € M enthilt.

Zu den spiter noch an Bedeutung gewinnenden Eigenschaften gehoren:

1. jede kompakte Menge ist abgeschlossen,

2. jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt und

3. die Vereinigung endlich vieler und der Durchschnitt beliebig vieler kompakter
Mengen ist kompakt.
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2.4.3. Vollstindige Rdume.
Der Begriff des vollstdndigen Raumes héngt eng mit dem der Folge und der Konvergenz
zusammen. Spricht man von konvergenten Folgen, so spricht man davon, dafs sich die
Elemente der Folge einem gewissen Element ndhern, also der Abstand zu diesem Element
gewisse Figenschaften erfiillen muf. Es stellt sich nun die Frage, ob ein solches Element,
zu dem eine Folge konvergiert, iiberhaupt existiert.

DEFINITION 2.4.7. Ein metrischer Raum M heifst vollstindig, wenn jede Fundamen-
talfolge in M einen Grenzpunkt hat.

Die Vollstédndigkeit eines Raumes spielt eine zentrale Bedeutung im Rahmen von
Interpolations- und Approximationsproblemen sowie bei iterativen Losungsverfahren.
Man denke nur daran, dak man ein konvergentes Verfahren konstruiert hat, jedoch das
gesuchte Problem im betrachteten Raum iiberhaupt keine Lésung besitzt. Besonders bei
iterativen Losern ist die Vollstdndigkeit der betrachteten Rdume als auch die Giiltigkeit
von Konvergenzkriterien besonders bei Anwendungen des Bauingenieurwesens sicherzu-
stellen.

2.4.4. Der metrische Raum als topologischer Raum.
Durch die Definition der e-Umgebung unter Zuhilfenahme eines Abstandes kénnen offe-
ne Mengen in metrischen Riumen definiert werden. Die so entstehende Topologie wird
metrische Topologie genannt.

DEFINITION 2.4.8. Als e-Umgebung eines Punktes p eines metrischen Raumes M mit
e > 0 werden alle Punkte ¢ bezeichnet, die zur Menge M gehoren und fiir die d(p, q) <

gilt: Us(p) :={q¢ € M : d(p,q) < €}

Eine Teilmenge O aus der Trigermenge M eines metrischen Raumes ist offen, wenn
mit jedem p aus O eine e-Umgebung (¢ > 0) von p zu O gehort. Die so definierten Mengen
sind Teilmengen der Potenzmenge P(M) und entsprechen den obigen Definitionen einer
Topologie, genannt metrische Topologie.

Jeder metrische Raum kann iiber die Definition von Umgebungen zu einem topologi-
schen Raum gemacht werden. Man spricht von der durch die Metrik induzierten Topologie.
Dies bedeutet jedoch nicht, dafs jede Topologie auf einem metrischen Raum auch von der
zugrundeliegenden Metrik induziert wurde, geschweige denn von iiberhaupt einer Metrik
induziert worden ist. Der durch eine Metrik erzeugte topologische Raum ist zusétzlich
separiert (Def. 2.3.12). In sogenannten Hausdorffschen Rdumen gibt es zu je zwei ver-
schiedenen Punkten a # b stets Umgebungen U (a) und U (b), deren Durchschnitt leer
ist: U(a) NU (b) = 0. Nach dem Identitdtsaxiom fiir Metriken ist d (a,b) =& > 0. Als
Umgebungen kann man nun die offenen Kugeln um a und b mit dem Radien £/4 wéhlen,
welche auf Grund ihrer Radien disjunkt sind.

Eine metrische Topologie fiihrt aber auch zu einer Klassenbildung in der Menge aller
Metriken auf einem gegebenen Raum. Zwei Metriken d und d heifen auf einer Menge M
aquivalent, wenn sie die gleiche Topologie auf M induzieren, wenn also das System der
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d-offenen Kugeln und das System der d-offenen Kugeln eine Basis fiir dieselbe Topologie
auf M sind.

Die verbliiffendste Eigenschaft, die hieraus erwéchst, ist, dafs alle Metriken d, (aus dem
Beispiel 4) auf dem reellen Vektorraum &quivalent sind. Trotz der markanten Unterschie-
de in der Form der zugehdrigen Kreise bzw. Voronoi-Zerlegungen sind die topologischen
Eigenschaften - resultierend aus der metrischen Topologie (wie die Abgeschlossenheit oder
innerer Punkt zu sein) - fiir alle d,-Metriken gleich. Diese und speziell die Eigenschaft
der Stetigkeit einer Abbildung werden bei Interpolationsverfahren (Kap. 5) eine zentrale
Rolle spielen. Wie man gesehen hat, ist die Festlegung eines Abstandes zum einen ein
sehr natiirliches Unterscheidungsmerkmal von Elementen einer Menge und zum anderen
die Grundlage fiir eine Vielzahl von Interpolations- und Approximationsverfahren.

2.5. Der lineare Raum

Definiert man Rechenregeln (in Anlehnung an die der reellen Zahlen) wie Addition und
Multiplikation mit und auf den Elementen des Raumes, so spricht man von linearen Réau-
men. Lineare Raume konnen als zentrale Untersuchungsobjekte der linearen Algebra (siehe
[107| und [151]) angesehen werden. Die lineare Algebra ist ein wesentliches Hilfsmittel fiir
Untersuchungen im Rahmen der Polyedergeometrie. Es wird sich herausstellen, daf man
es bei Interpolations- und Approximationsaufgaben hiufig auch mit linearen Raumen von
Funktionen zu tun hat, worauf im Kapitel 5 ndher eingegangen wird. Um jedoch lineare
Raume in ihrer Allgemeinheit beschreiben zu konnen, ist eine einfiihrende Definition not-
wendig, die den Begriff des Korpers beinhaltet und als eine Abstraktion der reellen Zahlen
aufgefafit werden kann.

DEFINITION 2.5.1. Eine Menge K heifst K6rper, wenn zu je zwei Elementen r, s € K
eine “Summe” r 4+ s und ein “Produkt” r - s gegeben ist (dies sollen wieder Elemente aus
K sein), so dak gilt:

L.(r+b+c=r+(0b+c), (Assoziativgesetz der Addition)

2. es gibt ein Element 0 mit r4+0=1r Vr | (Existenz eines neutralen Elements)

3. zu jedem r € K gibt es ein 7’ mit r +1' = 0, (Existenz eines inversen Elements,
man schreibt fiir ' gewohnlich —r)

4. r4+s = s+rVns, (Kommutativgesetz der Addition)

(Wenn die Eigenschaften 1 bis 4 erfiillt sind, sagt man: R bildet beziiglich der
Addition eine kommutative Gruppe)
5. (r-s)-t=r-(s-t), (Assoziativgesetz der Multiplikation)
6. es gibt ein Element 1 € K mit 1-r = r Vr € K, (Existenz eines Eins-Elementes)
7. zu jedem r € K mit r # 0 gibt es ein r* mit r-r* = 1,  (Existenz eines inversen
Elements, man schreibt fiir 7* gewShnlich 1)
8.r-s =s-r, (Kommutativgesetz der Multiplikation)
9. (r+s)-t=r-t+s-t. (Distributivgesetz)
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Zusammenfassend kann die obige Definition auch wie folgt geschrieben werden:
Ein Korper ist eine Menge auf der zwei Operationen definiert sind (im folgenden als Addi-
tion und Multiplikation bezeichnet). Beziiglich der Addition ist die dem Korper zugrunde-
liegende Menge eine Abelsche Gruppe. Betrachtet man die Menge ohne das Nullelement
der Addition, so ist diese multiplikative Gruppe ebenfalls abelsch. Fiir die Operationen
Addition und Multiplikation gilt das Distributivgesetz.

Beispiele fiir Korper sind die Menge der rationalen Zahlen und die Menge der reellen
Zahlen. Auch die Menge der komplexen Zahlen, die eine Erweiterung der reellen Zahlen
darstellen, so daf die Operation des Radizierens uneingeschrinkt gilt, bilden einen Koérper.

DEFINITION. Die Elemente einer Obermenge C' der reellen Zahlen, fiir die eine Ad-
dition und eine Multiplikation definiert sind, heifen komplexe Zahlen, wenn folgende
Forderungen erfiillt sind:

1. Fiir die Elemente von C' gelten die Grundgesetze der Addition und Multiplikation.
2. Die Summe (Das Produkt) von reellen Zahlen als Elemente von C' stimmt mit der
(dem) fiir die reellen Zahlen bereits definierten Summe (Produkt) iiberein.
3. Die Menge C enthilt ein Element ¢ mit der Eigenschaft i = —1.
4. 7u jedem Element z € C gibt es genau zwei reelle Zahlen ¢ und b so dafs sich z in
der Form z = a + b darstellen l&£t.
Eine komplexe Zahl Z = a — ib = Re(z) — i - Im(z) heikt die zu z konjugiert komplexe
Zahl.

DEFINITION 2.5.2. Ein Raum M heift linearer Raum bzgl. eines Kérpers K, wenn
die Menge ein K-Modul ist. D.h. fiir mq, mo € M ist die Addition und die Multiplikation
mit a, b € K definiert. Die Ergebnisse dieser Operationen sind wieder Elemente von M.

AXIOM 2.5.3. In M existiert eine Verkniipfung der Elemente genannt Addition

1.Vf,geM = f+g&€ M sowie f+g =g+ f.
2. Die Verkniipfung ist assoziativ f + (¢+h) = (f+¢9)+h = f+g+h.
3. Bs gibt ein neutrales Element 0, das Nullelement genannt wird:
0 € M ist definiert durch f+0 = 04 f = f Vf € M.
ANVfeM3IreM: fv+x=z+f=0 (Existenz eines inversen Elements).

AXIOM 2.5.4. In M ist die Multiplikation mit Elementen des Korpers K erkldrt.

l.ae Kund feM = a- fe M.
2. Es gilt das Distributivgesetz.

3. Es gilt das Assoziativgesetz.

4. Es gibt ein Eins-Element mit 1 € K erfilllt 1- f = f Vf € M.
M ist als Gruppe abelsch, d.h. Rechts- und Links-Inverses bzw. Rechts- und Links-
Neutrales sind gleich.

Erfiillt eine Teilmenge eines linearen Raumes die obigen Axiome, so wird diese Teil-
menge als linearer Unterraum bezeichnet.
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BEISPIELE: Die Menge der reellen Zahlen bildet einen linearen Raum, wenn wir un-
ter der Addition die Zahlenaddition und unter der Multiplikation mit einem Skalar die
Zahlenmultiplikation verstehen.

Auch die Menge der reellwertigen Vektoren bilden einen linearen Raum, wenn unter der
Addition die Vektoraddition und unter der Multiplikation mit einem Skalar die Multipli-
kation des Vektors mit einem Skalar verstanden wird. Das Nullelement ist der Nullvektor.

Die Menge der Polynome

X(t) =ant"+ ...+ a1t +ap

mit, im allgemeinen, komplexen Koeffizienten a,, ..., ai, ag bilden einen linearen Raum
iiber dem Korper der komplexen Zahlen. Die Summe von Polynomen und das Produkt von
Zahlen und Polynomen sind in natiirlicher Weise definiert. Das Nullelement dieses linearen
Raumes ist das identisch verschwindende Polynom. Polynome und deren Rdume werden im
Rahmen von Interpolations- und Approximationsalgorithmen eine zentrale Rolle spielen.

2.5.1. Lineare Unabhéingigkeit, Basis und Dimension.
Es seien my, .., m, Elemente des linearen Raumes M (in bezug auf den Korper K) und
seien A\, ..., A, € K, dann ist

m=Amy+...\m,
sinnvoll und wieder ein Element aus M.

DEFINITION 2.5.5. Das Element m € M mit m = Z::o A; - m; wird als Linearkom-
bination der Elemente mq, .., m, € M mit den Koeffizienten \; € K bezeichnet.

Eine Teilmenge T eines linearen Raumes M iiber dem Korper K heift linearer Unter-
raum oder Ebene, wenn alle endlichen Linearkombinationen von Elementen aus T" wieder
zu T gehoren, d.h.

i=1
Die k Elemente my, .., my aus M heiften linear abhéingig, wenn es k£ Elemente Ay, .., \;
aus dem Korper K gibt, die nicht simtlich dem Nullelement entsprechen (verschwinden)
und fiir die

gilt. Auf entgegengesetzte Art und Weise wird der Begriff der linearen Unabhingigkeit
definiert.

Der Test der linearen Unabhingigkeit bzw. Abhéngigkeit lduft also immer auf das
Problem der nichttrivialen Losbarkeit der obigen Gleichung 2.5.2 hinaus.

Gibt es in einem linearen Raum M hochstens n-linear unabhingige Elemente (d.h.
mehr als n Elemente sind stets linear abhéngig), so heifst der lineare Raum endlich-
dimensional, und die natiirliche Zahl n ist seine Dimension. Lineare Rdume, die nicht
endlich-dimensional sind (d.h. die beliebig viele linear unabhéngige Elemente enthalten),
nennt man unendlich-dimensional.



2.5. DER LINEARE RAUM 29

Gibt es in einem linearen Raum M hochstens n-linear unabhéngige Elemente my, .., my,,
so daf es fiir alle p € M eine Darstellung p = > \;m; gibt, so werden die Elemente
m; Basis von M genannt. Die )\; € K werden als Koordinaten von p bzgl. der Basis
my, .., m, bezeichnet. Wird in der Basis eine Reihenfolge der Basisvektoren festlegt, so
kann man jedem Element ein geordnetes n-Tupel (Ay, Ag, ..., A,) zuordnen, welches als
Koordinate bezeichnet wird. Die Machtigkeit eines linearen Raumes kann iiber die Eigen-
schaften von Basen erschlossen werden. Es lafst sich zeigen, daf alle Basen eines endlich
erzeugbaren Raumes aus gleich vielen Elementen bestehen. Die allen Basen gemeinsame
Anzahl n der Basiselemente heifst Dimension des linearen Raumes. Der lineare Raum,
der nur das Nullelement enthilt, hat die Dimension Null. Die Dimension eines linearen
Raumes kann auch unendlich sein. Ein Beispiel hierfiir ist der Raum der Polynome mit
der unendlichen (aber abzihlbaren) Basis 2°, zt, 2, ...

Werden n linear unabhingige Elemente als Basis eines Raumes spezifiziert, so erfolgt
die Darstellung eines Punktes in bezug auf das Nullelement des Raumes, und man spricht
von einer absoluten Koordinatendarstellung. Wird im Gegensatz hierzu ein vom Null-
element unterschiedliches Element als Bezugspunkt gewéhlt, so spricht man von Relativ-
koordinaten. Das Element des linearen Raumes, welches als Bezugspunkt fungiert, wird
Koordinatenursprung genannt. Relativkoordinaten spielen bei der Beschreibung von Un-
terrdumen und der Formulierung von Algorithmen eine zentrale Rolle. Als Koordinatensy-
stem K eines linearen Raumes (Unterraumes) wird im weiteren eine Folge von Elementen
{ag, m1, ma, ...} bezeichnet, deren erstes Element ag als Ursprung bezeichnet wird und
deren restliche Glieder eine Basis des Raumes bilden.

Zur Konstruktion eines Koordinatensystems wird aus dem Unterraum 7' der Dimension
k ein beliebiges Element a gewdhlt. Durch geeignete Wahl von £k weiteren Elementen
fis -+ fr, so dak die Elemente m;, die durch die Vorschrift m; := a — f; gebildet werden,
linear unabhéngig sind, so kénnen alle Elemente x € T" in der Form:

T =a-+ Zle Aim; , A; € K beliebig,
darstellt werden. Eine (n — 1)-dimensionale Ebene heift Hyperebene. Eine eindimensio-
nale Ebene heift Gerade.

E1GENSCHAFT: Der Durchschnitt endlich vieler Ebenen ist entweder leer oder wieder
eine Ebene.

2.5.2. Der reelle lineare Raum.
Im weiteren werden lineare Raume iiber dem Korper der reellen Zahlen betrachtet. Die
strenge Ordnung und damit die absolute Vergleichbarkeit der reellen Zahlen werden eine
zentrale Rolle spielen.

DEFINITION 2.5.6. Ein Halbraum H in M ist definiert als Menge der Elemente

p € M, deren Koordinaten einer Ungleichung der Form Y "  «; - p; < 7 geniigen, wo-
bei (v, .., ay) # (0, .., 0) und o, v € K gilt.

Die Menge 0H := {p€ M : Y " | o; - p; = 7} wird als Rand des Halbraumes bezeichnet
und bildet eine Hyperebene.
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Sind my, ms € M, dann heifst
(2.5.3) mimy ={m: m=am; + fms; o, € R;a, < 1; a+ =1}

Verbindungsstrecke der Elemente m; und msy. Die Elemente der Verbindungstrecke
werden auch mit konvexer Linearkombination der Elemente m; und ms bezeichnet. Eine
Teilmenge A C M heift konvex, wenn aus z,y € A folgt 7y C A (Abb. 2.5.1).

ABBILDUNG 2.5.1. Konvexe und nichtkonvexe Mengen

Eine nichtleere Teilmenge eines reellen linearen Raumes M, die gleich dem Durchschnitt
endlich vieler Halbraume aus M ist, heifst ein konvexes Raumstiick.

EIGENSCHAFTEN: Unmittelbar aus der Definition folgt, daf der Durchschnitt von end-
lich vielen konvexen Raumstiicken leer oder wieder ein konvexes Raumstiick ist.

Unter allen Elementen einer konvexen Menge sind fiir uns sogenannte Eckpunkte von
besonderer Bedeutung.

DEFINITION 2.5.7. Ein Element einer konvexen Menge M heift Eckpunkt, wenn es
nicht als echte konvexe Linearkombination zweier Elemente my, my € M dargestellt werden
kann. Eine konvexe Linearkombination der Elemente m; und msy wird als echt bezeichnet,
wenn sowohl 0 < o < 1 als auch 0 < g < 1 gilt.

Im Kapitel 2.4 {iber metrische Rédume ist vom Begriff der beschrinkten Mengen ge-
sprochen worden, der immer voraussetzte, daf eine Metrik zur Verfiigung steht. Unter
Zuhilfenahme des Begriffs der Linearkombination kann an dieser Stelle die Beschrinktheit
in einem reellen linearen Raum definiert werden, wobei diese Definition zunéchst einmal
nichts mit der in einem metrischen Raum gemein haben mufs.

DEFINITION 2.5.8. Die konvere Menge M heifst unbeschrinkt, wenn zu jedem Ele-
ment m € M ein Element 0 # h € M gehort, so dalk m + A - h mit beliebigem A > 0
ebenfalls zur Menge M gehort. Anderenfalls heifst M beschrinkt.

Eine spezielle unbeschrinkte konvexe Menge ist der konvexe Kegel. Er ist dadurch
charakterisiert, daf mit jedem m € M auch A -m € M fiir alle A > 0 gilt (Abb. 2.5.2).

DEFINITION 2.5.9. Eine beschrinkte konvexe Menge heifst konvexes Polyeder, wenn
die Anzahl der Eckpunkte endlich ist.
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x2 A

konvexer Kegel kein konvexer Kegel
ABBILDUNG 2.5.2. Unbeschrinkte konvexe Mengen

Eine praktischer Zugang zu konvexen Polyedern erfolgt iiber die Konstruktion der kon-
vexen Hiille endlicher Punktmengen.

DEFINITION 2.5.10. Die konvexe Hiille einer Menge 7" von Punkten eines linearen
Raumes M iiber R, im folgenden auch mit conv(7’) bezeichnet, ist die kleinste konvexe
Punktmenge, die alle Punkte aus 7" enthalt.

Zusammenfassend kann man bei k£ gegebenen Elementen mq, mao, .., m; € M folgende
Kombinationen definieren:

Die Summe Zle Aimy;, A; € R heillt Linearkombination der Elemente m;.

Spezielle Linearkombinationen sind:

e die Kegelkombination (positive), falls A\; > 0,

e die Afinkombination, falls ¥ \; = 1 und

e die Konvexkombination, falls Zle A =1und A\; > 0.

Die Abbildung 2.5.3 veranschaulicht die verschiedenen Kombinationen in der Ebene. In

» - - -
L L - -

Linearkombination Kegelkombination Affinkombination Konvexkombination

ABBILDUNG 2.5.3. Geometrische Interpretation der Kombination zweier
Punkte

Analogie konnen fiir gegebene Teilmengen T eines linearen Raumes M {iber den reellen
Zahlen entsprechende Hiillen bestimmt werden. Die Menge aller Linearkombinationen der
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Punkte in T heift lineare Hiille von 7" und wird mit lin(7) abgekiirzt. Entsprechend sind
die positive, affine und konvexe Hiille von T (cone(T'), aff(T) und conv(T)) definiert.
Wird lin(f) := {0} vereinbart, so kann man lin(7T") als den kleinsten linearen Raum
ansehen, der T enthélt. Entsprechend wird cone()) := {0}, aff()) := () und conv (@) := 0
definiert.
In Analogie zur linearen Unabhéngigkeit von Elementen eines Raumes kann man eine
affine Unabhéngigkeit definieren.

DEFINITION 2.5.11. Eine Punktmenge {p° p',...,p*} eines linearen Raumes heiRt
affin unabhiingig, falls die Vektoren p' — p°, ..., p¥ — p° linear unabhingig sind.

2.6. Der normierte Raum

DEFINITION 2.6.1. Ein linearer Raum tber dem Kdérper der reellen Zahlen heifit nor-
miert, wenn jedem Element x € M eine reelle Zahl ||z||, die Norm von z, mit folgenden
Eigenschaften:

L ||z|| >0Vz e M,

l|lz|| =0 < 2 =0, (positive Definitheit)
2. ||z +yl| < |lz]| + ||y]l, (Dreiecksungleichung)
3. |la-z|| = la| - ||z]|| fiir allea € K, x € M (Homogenitét)
zugeordnet wird.
FOLGERUNGEN:
L= || = =[] = |||
2. = [zl = Iyl < [l= = yl|

THEOREM. Jeder normierte Raum kann zugleich als ein metrischer Raum aufgefafSt
werden. Durch d(x,y) := ||z — y|| wird auf dem normierten Raum eine Metrik induziert
werden.

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, da ein metrischer Raum nicht unbedingt linear
sein oder die Homogenitétsbedingung erfiillen muf.

BEISPIEL: Normen im Raum R™:
Man kann verschiedene Normen einfiihren:
||z|| = max | x; | Maximumnorm, co-Norm,
llz|| =3 | #; | Summennorm, 1-Norm,
llz|]| = v/D_ | z; |> Euklidische Norm, 2-Norm,

ol = Q2 | |p)% 1 <p < oo p-Norm.
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2.7. Raum mit Skalarprodukt

Nachdem bisher die Eigenschaften des Abstandes und des Betrages allgemein formuliert
wurden, stellt sich die Frage nach der Mdoglichkeit der Verallgemeinerung von Winkelbe-
ziehungen, denen man in der Praxis begegnet. Es wird sich zeigen, daf man mit einer
allgemeinen Definition eines inneren Produktes in einem linearen Raum zu Formulierun-
gen kommen kann, die in der Ebene den wohlbekannten Winkel ergibt.

DEFINITION 2.7.1. Ein linearer Raum M idiber dem Korper der reellen bzw. komplexen
Zahlen heift ein Raum mit Skalarprodukt (inneres Produkt), wenn jedem Elementen-
paar p,q € M eine reelle bzw. komplexe Zahl z =< p, ¢ >, das Skalarprodukt der Elemente
p und ¢, mit folgenden Eigenschaften

1. <p,p>>0Vp#0und < p,p > reell, (positive Definitheit)
2. <p,g>=<9q,p>, (Symmetrie)
3. <p,a-qg>=a <p,q>, (Homogenitiit)
4. <p,q+r>=<p,qg>+<p,r> (Linearitit)

zugeordnet werden kann. Aus der Linearitit folgt sofort: < p,p >=0< p = 0.

DEFINITION 2.7.2. Man nennt p und ¢ genau dann zueinander orthogonal (p L ¢),
wenn < p,q >= 0. Hieraus ergibt sich, dafs das Nullelement aus M zu allen anderen
Elementen aus M orthogonal ist.

Die Orthogonalitiat von Elementen legt nahe, einen allgemeinen Winkelbegriff festzule-
gen.

DEFINITION 2.7.3. Fiir Rdume mit Skalarprodukt iiber dem Korper der reellen Zahlen
kann man die Grofe des Winkels zwischen zwei Elementen p # 0 und ¢ # 0 als diejenige
reelle Zahl o € (0, 7) verstehen, fiir die gilt:

- <p,q>
V<p,p>-<4q,q>

THEOREM. Jeder Raum mit Skalarprodukt kann zugleich als normierter Raum aufge-
fafst werden. Durch ||p|| := /< p,p > wird auf dem Raum eine Norm induziert.

cos(a) :

DEFINITION. Ein normierter Raum M heifst unitir, wenn M ein Raum mit Skalarpro-
dukt ist und die Norm in der Form ||p|| := /< p,p > fiir alle p € M vom Skalarprodukt
induziert wird.

Neben der im Abschnitt 2.2 aufgezeigten Gruppierung von Raumen, ausgehend von
einer sehr allgemeinen Festlegung, dak ein Raum nur eine strukturirte Menge von belie-
big vielen Elementen ist, iiber die Hinzunahme von zusitzlichen Eigenschaften, welche
durch die diinnen Pfeile in der Abbildung 2.7.1 gekennzeichnet sind, existiert eine zweite
Struktur, die durch die Induktion von Eigenschaften erzeugt wird. Bei der Induktion von
Eigenschaften ist sehr streng auf die Richtung zu achten.

Die Gruppierung der Raume bedeutet jedoch nicht eine strikte Trennung infolge ihrer
Eigenschaften, vielmehr haben viele Rdume, mit denen man in Anwendungen zu tun hat,
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Raum
|

topologischer metrischer linearer
Raum <<—| Raum Raum

v v
normierter <: Raum mit

Raum Skalarprodukt

ABBILDUNG 2.7.1. Raumbhierarchie mit Induktionspfeilen

Kombinationen von Eigenschaften. FEin typischer Vertreter, bei dem alle eingefiihrten
Eigenschaften durch eine Kette von Induktionen vom Skalarprodukt herriihren, ist der
euklidische Raum.

2.8. Der euklidische Vektorraum

Wie iiblich ist R der Korper der reellen Zahlen. Fiir eine ganze Zahl n > 1 ist R" der n-
dimensionale lineare Raum iiber dem Korper der reellen Zahlen und wird als euklidischer
Vektorraum bezeichnet. Die Punkte des R” sind die geordneten n-Tupel @ = (21, .., 7,)
reeller Zahlen. Mit den Verkniipfungen:

T+ Y =@ty 0 Tt yp)und v T = (13, 0y T Ty)
mit (7, 7 € R, r € R) ist R ein reeller linearer Raum. Wird durch

< ?7 7 >= zl‘tyz
ein Skalarprodukt definiert, so kann eine Kette induzierter Eigenschaften aufgefiihrt wer-
den, die durch dieses Skalarprodukt induziert wird. Hierzu zdhlt die euklidische Norm
| Z’|| = /22 + .. + 22 sowie die zugehdrige euklidische Metrik d(2, %) = || @ — 7|
Diese Metrik induziert eine Standardtopologie im R”(Abschn. 2.3). Wird die durch die
euklidische Metrik induzierte Standardtopologie zugrunde gelegt, so ergibt sich, daf jede
Ebene im R" eine abgeschlossene Teilmenge ist.

DEFINITION. Eine abgeschlossene Teilmenge A des euklidischen Raumes R" wird als
regulir bezeichnet, wenn gilt: r(A) = c(i(A)), wobei ¢(A) der Abschlufs und i(A) das
Innere der Menge A sind.

BEMERKUNG: Jeder Unterraum besitzt keine inneren Punkte bzgl. der Topologie des
iibergeordneten Raumes.
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Dem euklidischen Vektorraum kommt eine besondere Bedeutung im Rahmen von
Ingenieuranwendungen zu, da man héufig in der Lage ist, kompliziert erscheinende lineare
Réume iiber eine geeignet gewihlte Basis auf einen reellen Vektorraum abbilden zu
kénnen. Uber das euklidische Skalarprodukt ist dann auf diesem reellen Vektorraum auf
natiirliche Weise eine Metrik, Topologie usw. gegeben. Viele Methoden im Raum der
Polynome, Splines oder stetigen Funktionen nutzen diese Dualitét aus.

2.9. Malfitheorie

In der Maktheorie geht es zunéichst darum, wie Teilmengen A, B, .. einer gegebenen
Grundmenge E sinnvoll eine Groffe oder ein Inhalt zugeordnet werden kann. Was sinnvoll
ist, hingt meist von der betrachteten Aufgabenstellung bzw. Situation ab. In der Praxis
ist die Machtigkeit einer Menge oft ein sinnvolles Maf. Vollig ungeeignet ist jedoch diese
Herangehensweise bei Mengen mit iiberabzahlbar vielen Elementen, wie z.B. bei den reellen
Zahlen. Hier ist ein Mafs wiinschenswert, welches fiir zusammenhingende Intervalle die
Lange des Intervalls als Mafs zuordnet. Es kann gezeigt werden, dafs gerade im reellen
Vektorraum die Definition eines allgemeinen Mafes fiir alle Elemente der Potenzmenge
nicht moglich ist (siehe [155]).

Die Maftheorie steht in unmittelbarem Zusammenhang mit der Integralrechnung und
der Mengenlehre. Neben der Anwendung in der Mathematik, wie in der Funktionalanaly-
sis und der Wahrscheinlichkeitstheorie, wichst ihre Bedeutung besonders durch die breite
Nutzung von partiellen Differentialgleichungen und deren numerische Losung in allen Be-
reichen des Ingenieurwesens.

Ist die Berechnung des Flacheninhaltes von Dreiecken, Rechtecken und anderen geradli-
nig begrenzten Figuren noch einfach, bereitet die von krummlinig oder noch komplizierter
begrenzten Figuren Schwierigkeiten. Bevor jedoch auf solche Mafse in reellen Vektorrdumen
eingegangen wird, wird zunéchst ein axiomatischer Zugang gewahlt.

DEFINITION 2.9.1. Ein Mengensystem A € P (E) von Teilmengen einer Menge E wird
als (Boolsche Mengen-) Algebra bezeichnet, falls gilt:

1. A enthalt F,
2. A, Be A= AUB e A,
3. A, Be A= A\ Be A

Aus dieser Definition folgt dann, dak auch A N B und die leere Menge () zur Algebra
gehoren.

DEFINITION 2.9.2. Eine Algebra A wird o-Algebra genannt, wenn zusétzlich auch die
Vereinigung jeder unendlichen Folge ihrer Teilmengen zu ihr gehort.

Eine fiir die Mengen A, B, .. einer Algebra A von Teilmengen von E definierte reellwer-
tige nichtnegative additive (Mengen-) Funktion p, die auf der leeren Menge () verschwindet,
heifst Inhalt auf A:



36 2. METHODISCHE GRUNDLAGEN

1. pu(4) >0,

2. n(AUB) =u(A)+pn(B), falls AN B =10,

3. u(0)=0.
Im allgemeinen ist als Wert von p auch oo zugelassen. Anderenfalls wird p als endlicher
Inhalt bezeichnet.

BEISPIEL: Fiir eine beliebige Menge X ist

| |A| falls Aendlich,
pA) = { o0 sonst

ein Mafs, das sogenannte Zahlmafs.

DEFINITION 2.9.3. Eine Mengenfunktion bzw. ein Inhalt p heifft o-additiv, wenn fiir
jede unendliche Folge paarweise disjunkter Mengen A,

K <U An) = ZM(An)

gilt, sofern nur (J -, A, € A ist. Diese Bedingung ist immer erfiillt, wenn A eine o-
Algebra ist. Ein solcher o-additiver Inhalt wird Maf$ p auf A {iber F genannt. Das Tripel
(E, A, p) wird Mafraum und die Mengen in A die beziiglich y mefbaren Mengen genannt.

Es wurde festgestellt, daf ein Mengensystem, welches als Topologie bezeichnet wur-
de, eine erste schwache Struktur auf eine Menge aufprigt (Abschn. 2.3). Im allgemeinen
ist eine Topologie keine o-Algebra. Es stellt sich nun die Frage, inwieweit eine mdoglichst
kleine Obermenge der Topologie gefunden werden kann, die eine o-Algebra ist. Die verall-
gemeinerte Aufgabenstellung hierzu ist, fiir ein vorgegebenes Mengensystem eine moglichst
kleine o-Algebra zu suchen, die das Mengensystem enthlt.

DEFINITION 2.9.4. Ist £ C P(FE) ein Teilmengensystem einer Menge E, so ist
o(€):= m{A | EC ACP(F)und A ist 0 — Algebra}
die von & erzeugte o-Algebra.
Ist das Mengensystem eine Topologie so fiihrt dies zu folgenden Begriffen.

DEFINITION 2.9.5. Sei (E,T) ein topologischer Raum. B(T') := o (T) heift die Borel-
sche o-Algebra von (E,T). Die Mengen in B(T') heiften Borel-Mengen.

Uber die Borel-Mengen einer metrischen Topologie erhélt man einen natiirlichen Zugang
zu den Mafen in einem metrischen Raum.

Auch in Mafrdumen besteht die Moglichkeit, Unterrdume zu konstruieren und mit
einem Maf zu versehen.

DEFINITION 2.9.6. Sei (X, A, 1) ein Makraum und Y C X, dann ist
Ay ={ANnY :Aec A}
eine o-Algebra auf Y, der Makraum (Y, Ay, py) heifst Unterraum von (X, A, p).
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Nach diesem allgemeinen Zugang zum Mafkbegriff, wird sich der Frage zugewendet, wie
die bekannten Flichen- und Volumenmafzahlen im euklidischen Raum einzuordnen sind.

2.9.1. Mafie im n-dimensionalen euklidischen Raum.
Um einen Zusammenhang zum bekannten Flichen- bzw. Volumenmafs herzustellen, ist zu
kldren, was unter einem Volumeninhalt im euklidischen Raum zu verstehen ist. Folgt man
der klassischen Geometrie, so wird der Fliacheninhalt als Produkt von Lingenmafzahlen
aufgefalit. Demzufolge ist es zunichst notwendig, Mafe auf der reellen Zahlengerade zu
betrachten. Die Mafzahlen in hoherdimensionalen euklidischen Rdumen kann dann {iber
Produktraume eingefiihrt werden.

2.9.1.1. Mafle auf offenen Intervallen.

Betrachtet man das offene Intervall (a,b) so wird die reelle Zahl b — a (die Lénge des
Intervalls) als Maf des offenen Intervalls (a,b) bezeichnet. Dieselbe Zahl bildet das Maf
des abgeschlossenen Intervalls [a,b]. Im weiteren wird das Mak des Intervalls I mit |[]|
bezeichnet. Es ist vorteilhaft, der leeren Menge als offenes Intervall das Mafs 0 zuzuordnen.
Die Erweiterung des Mafkbegriffes auf alle offenen Mengen der reellen Zahlengerade erfolgt
iiber die Tatsache, dak jede offenen Menge die Vereinigung endlich oder abzihlbar vieler
offenen disjunkter Intervalle ist:

(2.9.1) G=JL, NI =0miti # .

i=1
Das Mak der Menge (2.9.1) ist dann:

i=1
wenn diese Reihe konvergent ist. Anderenfalls hat die Menge G das Maf unendlich. Auf
diese Weise wurde ausgehend vom Maf eines offenen Intervalls der Begriff des Makes auf
alle offenen Mengen der reellen Zahlengerade erweitert. Dieser Begriff kann aber nicht
auf alle Teilmengen des Raumes R erweitert werden. Der Beweis hierfiir kann in [155]
nachgelesen werden.

2.9.1.2. Mef$bare Mengen auf der rellen Zahlengeraden.
Der Begriff des Mafes kann jedoch nicht auf alle Teilmengen der reellen Zahlengeraden
erweitert werden. Die Mefsbarkeit und das Mafs einer beliebigen Menge wird {iber Grenz-
wertbetrachtungen eingefiihrt. Die Menge A heiftt mefibar, wenn es fiir jedes € > 0 offene
Mengen G und U mit

ACG, G\ACU, [Ul<e

gilt. Das Mafs der Menge GG kann als eine Ndherung des Mafes der Menge A aufgefafst
werden und kommt zur folgenden Definition.
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Das Lebesgue-Maf einer mefibaren Menge A ist die Zahl |A|, die der unteren Grenze
der Make der offenen Obermengen der Menge A gleich ist:

|A| .= inf{|G| : AC G, G offene Menge}.

Demnach ist jede offene Menge mefbar. Es ist nicht schwer einzusehen, daft dann
auch das Komplement einer mefbaren Menge wieder meftbar ist. Insbesondere ist jede
abgeschlossene Menge mefsbar. Hieraus folgt nun wiederum, daf jeder Menge, die aus
nur einem Punkt besteht - also abgeschlossen ist - mefbar ist. Diese Menge hat das Maf
Null. Und da das Mak einer abzdhlbarenVereinigung disjunkter mefsbarer Mengen gleich
der Summe der Einzelmafe ist, hat also jede abzihlbare Menge von Punkten ebenfalls das
Maf Null. Das bedeutet z.B., dals die Menge aller rationalen Zahlen das Maf Null hat.

2.9.1.3. Lebesguesches Maf$ im n-dimensionalen euklidischen Raum.

Nachdem das Lebesgue-Mafs auf der reellen Zahlengerade eingefiihrt wurde, kann {iber
die Definition von Produktriumen und Produktmafen ein solches Mafs auf den n-
dimensionalen euklidischen Raum erweitert werden.

Im Fall des R? kann zuerst das MaR eines offenen Rechtecks durch das Produkt seiner
Seitenldngen definiert werden. Da die offenen Rechtecke eine Basis der natiirlichen To-
pologie des R? bilden, kann jede offene Menge als Vereinigung hochstens abzihlbar vieler
disjunkter offener Rechtecke aufgefafst werden. Weiter kann nun wie im Fall der reellen

Zahlengeraden vorgegangen werden. Analoge Verfahren fiihren zu Lebesgueschen Mafsen
im R".

2.10. Elemente der Graphentheorie

In diesem Abschnitt werden einige Begriffe aus der Graphentheorie, die in der Literatur
teilweise nicht einheitlich verwendet werden, eingefiihrt. Die Objekte, die in der Graphen-
theorie untersucht werden, die sogenannten Graphen, sind aus verschiedenen Erscheinungen
der objektiven Realitdt durch weitgehende Abstraktion entstanden. Eine umfassende Dar-
stellung sowohl der Grundlagen als auch von relevanten Anwendungen sind u.a. in [55],
[153] und [91] zu finden.

Die historischen Wurzeln der Graphentheorie liegen in der Planung und Beurteilung
von Netzen und Transportproblemen. Bis heute liegt ein Schwerpunkt der Graphentheo-
rie bei der Planung und dem Betrieb von Verkehrssystemen [42]| sowie im Rahmen der
Netzplantechnik [13].

Treffen beispielsweise an einem Verkehrsknotenpunkt (einer Strafenkreuzung) sich
kreuzende Verkehrsstrome aufeinander, so kann dies zu Konfliktsituationen fiihren. Ver-
kehrsstrome, die sich nicht kreuzen, werden als miteinander vertriglich bezeichnet. Um
zu verhindern, dafs sich kreuzende Verkehrsstrome zu Konfliktsituationen fiithren, werden
haufig Lichtsignalanlagen eingesetzt. Durch eine Formalisierung einer solchen Kreuzung
(Abb. 2.10.1) ist es moglich, die Griinphasen der unterschiedlichen Verkehrsstrome so zu
schalten, daf ein maximaler Flufs an Verkehrsteilnehmern erméglicht wird. Das zu l6sende
Graphenproblem ist als sogenanntes ,Einfarbproblem* bekannt.



2.10. ELEMENTE DER GRAPHENTHEORIE 39

ol

2 Z
o

— =@

%%
7 ; ) Flachenelement
44 .¢1— Verkehrsstrom ¢

Formalisierter Verkehrsknotenpunkt

(o) © . représentiert den T
Verkehrsstrom <1.2.3.45] reprasentiert ein Flachenlement
" T des Verkehrsknotenpunktes
— repréasentiert eine x ) . )
— repréasentiert eine Folgebeziehung

Unvertraglichkeit

Eingefarbter Graph der Verkehrsstrome Graph der Flachenelemente
ABBILDUNG 2.10.1. Simulation einer Ampelkreuzung

Im Rahmen dieser Arbeit kommen Graphen im wesentlichen zur Beschreibung von
Strukturen geometrischer und topologischer Objekte zum Einsatz. Werden Netze zur
Modellierung digitaler Geldndemodelle betrachtet, so lassen sich die Beziehungen zwi-
schen Knoten, Kanten und Dreiecken untereinander vorteilhaft in einem Inzidenzgra-
phen (Abb. 2.10.2) abbilden. Weitere Anwendungen findet man im Umfeld von Geo-
Informationssystemen [37]| und Bauwerksmodellen im Facility Management. In allen An-
wendungsfeldern werden die in Beziehung zu stellenden Objekte als Knoten abstrahiert
und die Beziehungen selber durch Kanten charakterisiert. Dieses spiegelt sich in der nach-
folgenden Definition wieder.

Simplex—Inzidenzgraph Simplizialkomplex

ABBILDUNG 2.10.2. Inzidenzgraph eines Simplizialkomplexes
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DEFINITION 2.10.1. Ein Graph G besteht aus einer Menge V' von Elementen erster
Art, den sogenannten Knoten und einer Menge F von Elementen zweiter Art. Zwi-
schen den Elementen der Menge V und E besteht eine Beziehung, die Inzidenz genannt
wird. Dies bedeutet, dak jedem Element r € E durch eine auf E erklirte Funktion f
(die sogenannte Inzidenzfunktion) eindeutig ein geordnetes oder ungeordnetes Paar von
Knotenpunkten p, ¢ € V' zugeordnet ist. Man sagt auch, dafs das Element r € E mit den
beiden Knotenpunkten p und q inzident ist, oder auch: r verbindet p mit q.

Ist jedem Element r € FE ein ungeordnetes Paar f(u) = (p, ¢) zugeordnet, so heifst
G ein ungerichteter Graph, die Elemente von E werden Kanten genannt. Die der
Kante r zugeordneten Knotenpunkte p, ¢ sind die Endpunkte von r. Wird im folgenden
ein ungerichteter Graph betrachtet, so wird er mit G(V, E; f) oder kurz mit G(V, E)
bezeichnet.

Ist jedem Element r € E ein geordnetes Paar f(r) = [p, q] zugeordnet, so heillt G ein
gerichteter Graph. Die Elemente von E werden im folgenden Bégen genannt. Ist dem
Bogen r das geordnete Paar f(r) = [p, ¢| zugeordnet, so nennt man p den Startpunkt und ¢
den Zielpunkt des Bogens r. Im folgenden wird fiir einen gerichteten Graphen G [V, E; f]
oder kurz G [V, E] geschrieben. Enthélt ein gerichteter Graph G nicht gleichzeitig die
Kanten [u, v] und [v, u] fiir alle u, v € V| so heift G antisymmetrisch.

Die obigen Definitionen lassen es nicht zu, daf zwei Knoten durch mehrere (parallele)
Kanten verbunden sind. Enthélt ein Graph G alle moglichen Kanten, d.h. gilt f(F) =
V x V, so heift G vollstindig.

Zwei Knoten p und ¢, die durch eine Kante oder einen Bogen miteinander verbunden
sind, heien benachbart oder adjazent. Zwei Kanten oder Bogen, die einen Endpunkt
gemeinsam haben, werden ebenfalls benachbart oder adjazent genannt.

DEFINITION 2.10.2. Zu einer gegebenen Knotenteilmenge S C V eines gerichteten Gra-
phen G [V, E] wird die Menge der Kanten, deren Anfangsknoten in S und deren Endknoten
im Komplement S := V' \ S liegen mit

6(S):={[u,v]€ F:ue S veS}
bezeichnet.

Fiir ungerichtete Graphen ist die Definition analog. In beiden Féllen wird die Anzahl
der mit u € V inzidenten Kanten der Grad von u genannt. Im Rahmen dieser Arbeit ist
T meist einelementig. Es wird dann die Mengenklammer weggelassen, und man schreibt
kurz ¢(v) fir v € V. In gerichteten Graphen werden die Knoten hinsichtlich der mit
ihnen adjazenten Kanten unterschieden. Ist v € V nur Anfangs- bzw. Endknoten fiir alle
adjazenten Kanten, d.h. gilt §(v) = () bzw. ¢ (7) = (), so heifit v Quelle bzw. Senke. Ein
Knoten, fiir den § (v) = 0 () = 0 gilt, heifst isoliert.

DEFINITION 2.10.3. Eine Kantenfolge W = {(v1,v2), (ve,v3), ..., (vg—1,v¢)} C E
heift Weg von v; nach v,. Fiir gerichtete Wege wird gefordert, daf fiir jede Kante
[vi, viy1] € W v; Anfangsknoten ist. Mit der Méchtigkeit |W| wird die Lange des Weges W
bezeichnet. Ein Weg heifst einfach, falls keine Knoten des Weges mit mehr als zwei Kanten
des Weges indiziert sind. Gilt sogar v; = v, so heifkt der Weg W Kreis oder Zyklus.
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Spezielle einfache Wege sind solche, die jeden Knoten aus V' genau einmal enthalten.
Sie heifsen Hamilton’sche Wege.

DEFINITION 2.10.4. Ein ungerichteter Graph G(V, F) heifst zusammenhéngend, falls
fiir alle u,v € V, u # v ein Weg zwischen u und v existiert. Im gerichteten Fall definiert
man analog den starken Zusammenhang von G iiber die Existenz gerichteter Wege zwischen
allen Knoten.

—_— Wurzel
zusammenhangend gerichtet Wurzel-Baum

ABBILDUNG 2.10.3. Graphen

Bei der Modellierung von Zell- bzw. Gebietszerlegungen ist man daran interessiert, den
Zusammenhang eines Graphen mit moglichst wenig Kanten zu gewéhrleisten. Dies fiihrt
auf den Begriff des Baumes.

DEFINITION 2.10.5. Ein einfacher ungerichteter Graph G heift Baum, falls G' zusam-
menhéngend und zyklenfrei ist. Die Vereinigung knotendisjunkter Baume eines Graphen
nennt man Wald.

Ein Wurzel-Baum (Abb. 2.10.3) ist ein Baum, der genau einen Knoten ohne Vorgénger-
Knoten besitzt. Dieser Knoten heifst Wurzel des Baumes. Alle anderen Knoten besitzen ge-
nau einen Vorginger-Knoten ("Vater’). Ein Knoten, der keinen Nachfolger-Knoten ("Sohn’)
besitzt, wird Blatt genannt. In der Informatik werden Biume stets mit der Wurzel nach
oben dargestellt. Eine sehr wichtige Rolle z.B. bei Suchvorgingen spielen die Bindrbaume.
Sie sind dadurch gekennzeichnet, dafs jeder Knoten hochstens zwei Shne besitzt, welche
in linker und rechter unterschieden werden.

Ein Graph G' = (V/, E') mit V' C V und E' C {uv € E|u,v € V'} heilt Untergraph
von (. Ein Untergraph mit V' = V' heifst Teilgraph. Ein zusammenhéngender Teilgraph
von G heift aufspannend. Einen aufspannenden Baum nennt man auch Geriist.

DEFINITION 2.10.6. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Ein Knoten w € V heifit
Waurzel von G, falls fiir alle v # w € V ein gerichteter Weg von v nach w existiert. Ein
antisymmetrischer, gerichteter Graph GG mit Wurzel heifst Baum, falls der zugrundeliegende
ungerichtete Graph ein Baum ist.
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Um eine Vorstellung von der Struktur eines Graphen zu erhalten, werden hiufig geo-
metrische Realisierungen eines Graphen verwendet. Man kann einen Graphen G(V, E) im
R? oder auf einer anderen Fliche geometrisch realisieren, indem man seine Knoten auf
paarweise verschiedene Punkte abbildet und seine Kanten auf einfache Wege, die die ent-
sprechenden Punkte miteinander verbinden und unterwegs keine solchen Punkte besuchen.
Das Ergebnis einer solchen Darstellung wird im weiteren geometrischer Graph genannt.

Eine ganz spezielle Klasse von Graphen wird im Zusammenhang von Gebietszerlegun-
gen der Ebene eine Rolle spielen, die sogenannten planaren Graphen.

DEFINITION 2.10.7. Ein ungerichteter Graph G heift planar, wenn er sich ohne Uber-
schneidung von Kanten in der Ebene darstellen 1i£t. Eine solche Darstellung eines planaren

Graphen in der Ebene wird auch als eine planare Représentation von G bezeichnet (Abb.
2.10.4).

Es kann fiir einen planaren Graphen G durchaus mehrere verschiedene planare Repra-
sentationen geben, die sich aber alle durch gewisse Umformungen ineinander iiberfiihren
lassen.

Bei der Darstellung eines planaren Graphen in der Ebene wird die Ebene in Gebiete
zerlegt, die die Flachen von G genannt werden. Man kann also bei den planaren Graphen
auker den Knoten, Punkten und Kanten auch noch die Flichen als Grundbestandteile
betrachten. Zwischen diesen drei Arten von Elementen eines planaren Graphen besteht
ein enger Zusammenhang, der im folgenden Theorem formuliert ist.

ABBILDUNG 2.10.4. Planarer Graph mit seiner planaren Reprisentation
Es sei eine planare Repréisentation eines planaren Graphen G mit n Knotenpunkten,
m Kanten, f Flachen und p Komponenten gegeben. Dann gilt das folgende Theorem.

THEOREM. Ist eine beliebige planare Reprisentation eines planaren Graphen G gege-
ben, so gilt

n—m+f—-—p=1.



2.10. ELEMENTE DER GRAPHENTHEORIE 43

Fiir zusammenhéngende Graphen, also p = 1, trigt die obige Formel die Bezeichnung
Eulersche Polyederformel:

n—m+ f=2.

Diese strenge Beziehung fiir planare Graphen wie auch die allgemeinere Beziehung
n —m + f < 2 fiir nichtplanare Graphen, wird in GIS und CAD-Systemen héufig zur
Konsistenzpriifung eingesetzt.

Planare Graphen besitzen eine weitere Besonderheit, die man durch den Begriff der
,Dualitat kennzeichnen kann. Man kann ndmlich jedem planaren Graphen G einen dazu
dualen Graphen G* auf folgende Art zuordnen:

Es sei eine planare Reprisentation von G gegeben. Im Inneren einer jeden Fliche von
G werde ein Punkt markiert. Die Menge dieser Punkte bildet die Knotenpunktmenge von
G*. Zwei Knotenpunkte w* und v* werden in G* durch genau soviele Kanten miteinander
verbunden, wie die entsprechenden Flichen von G gemeinsame Kanten haben. Dabei soll
jede Kante von G von genau einer Kante von G* geschnitten werden (Abb. 2.10.5).

ABBILDUNG 2.10.5. Planarer Graph mit seinem dualen Graph
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KAPITEL 3

Zelltheorie

Der Begriff der Zelle spielt nicht nur in der Biologie und in mit ihr verwandten Bereichen
eine wichtige Rolle, vielmehr bilden natiirliche Zellen den Anstofs zu einer Vielzahl von
theoretischen und praktischen Uberlegungen. Es wird sich zeigen, dak man den Begriff der
Zelle bzw. des Polyeders als eine Erscheinung eines linearen Raumes (z.B. des euklidischen
Raumes) und in ihrer Abstraktion als eine topologische Erscheinung definieren kann.

Zellen und Zellzerlegungen liefern einen methodischen Zugang bei der Modellierung
geometrischer Raumdaten. Wird zunichst der klassische Bereich der vektororientierten
graphischen Datenverarbeitung betrachtet, so ist die Zellzerlegung neben parametrischer
Darstellung, Enumerationsverfahren, Randdarstellung und Konstruktion mit Raumprimi-
tiven, eine sehr allgemeine Darstellungsmoglichkeit. Die Komposition komplexer Fliachen
aus Pflastern stellt beispielsweise eine Zellzerlegung dar. Besonderes Gewicht erhalten
Zellen und Zellzerlegungen als geometrische Basis fiir Interpolations- und Approximati-
onsalgorithmen. Gebietsdiskretisierungen bei numerischen Simulationen wie bei der Finite
Element Methode (FEM) basieren z.B. auf Dreiecks- oder Viereckselementen. Miissen
Lésungsgebiete mit nichtgeradlinigen Begrenzungen bzw. auf gekriimmten Oberflichen
betrachtet werden, so werden Transformationen dieser Gebietszerlegungen auf einfache
geometrische Objekte durchgefiihrt. Diese Vorgehensweise fiihrt zum Begriff der topologi-
schen Zelle, die im zweiten Teil dieses Kapitels betrachtet wird.

Die Zusammenfithrung von CAD-Modellierung und von Berechnungsverfahren (z.B.
FEM) erfordert kompatible Modellvorstellungen und Realisierungen. Die Zelltheorie hat
sich hier als ein méchtiges Werkzeug etabliert. Sie bildet sowohl die Modellgrundlage fiir
eine Vielzahl von Kérpermodellierern in CAD-Systemen als auch bei der Netzmodellierung
als Basis von Berechnungsverfahren. Ahnliche Entwicklungen sind auch im Bereich der
Umweltforschung und -technik zu beobachten, wobei die geographischen Informationssy-
steme im wesentlichen die geometrische und topologische Modellierung von Geoobjekten
realisieren.

3.1. Konvexe Polyeder

Lineare Rdume iiber einem Korper bewirken eine wesentliche Strukturierung der Ele-
mente eines Raumes (Def. 2.5.2). Infolge dieser inneren Struktur war es moglich, von der
Dimension und von Unterrdumen zu sprechen. Durch die Beschriankung auf lineare Radume
iiber dem Korper der reellen Zahlen konnte der Begriff der konvexen Menge eingefiihrt
werden (Abschn. 2.5.2). Zu den einfachsten konvexen Mengen gehoren der gesamte lineare
Raum, jeder Halbraum und jede Hyperebene.

45
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Im folgenden wird ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ein endlich-dimensionaler
reeller Vektorraum " betrachtet. Dies ist moglich, da jedes Element eines n-dimensionalen
linearen Raumes iiber | durch ein n-Tupel reeller Zahlen, den Koordinaten bzgl. einer
festen Basis, charakterisiert werden kann. Die Begriffe Punkt und Vektor werden héufig
synonym gebraucht.

X

2—dimensionale
konvexe Zelle

1—dimensionale
konvexe Zelle

ABBILDUNG 3.1.1. Konvexe Zellen als Durchschnitt von Halbraumen

Die Definition eines konvexen Polyeders oder einer konvexen Zelle kann auf verschie-
dene dquivalente Arten erfolgen. In der Definition 2.5.9 wurde das konvexe Polyeder als
beschrinkte konvexe Menge mit einer endlichen Zahl von Eckpunkten definiert. Hierzu
gleichwertig sind die Definitionen iiber ein beschrinktes konvexes Raumstiick (Abb. 3.1.1)
oder als die konvexe Hiille von mehr als n Punkten. Fiir die Umsetzung von konvexen
Zellen im Rahmen von Algorithmen kommt der Bestimmung der konvexen Hiille einer
Punktmenge eine zentrale Rolle zu (Abschn. 3.1.2).

Eine wichtige Eigenschaft der Definition des konvexen Polyeders als Durchschnitt von
Halbrdumen ist die Mo6glichkeit, recht einfach auch m-dimensionale konvexe Polyeder in
n-dimensionalen Rdumen (m < n) beschreiben zu kénnen (Abb. 3.1.1).

Sei P ein konvexes Polyeder im linearen Raum M iiber ® und wird mit < P > der
kleinste lineare Teilraum in M bezeichnet, der P vollstindig enthilt, so kann man die
Dimension des Polyeders P als die von < P > definieren: dim P := dim < P >. Die
leere Menge () ist per Definition eine konvexe Zelle der Dimension —1.

Die praktische Konstruktion des kleinsten Unterraumes, der das konvexe Polyeder ent-
hélt, erfolgt, indem man alle Linearkombinationen von Elementen des konvexen Polyeders
bildet.

Fiir die Realisierung einer konvexen Zelle im Rechner sind hiufig rekursive Darstellun-
gen und Algorithmen geeignet. Man sollte sich hierzu die Frage stellen, was man unter der
Seite eines Korpers bzw. eines konvexen Polyeders versteht. Hierzu zieht man am zweck-
mafigsten die Definition des konvexen Halbraumes heran und bemerkt, daf ein konvexes
Polyeder immer vollstindig innerhalb eines konvexen Halbraumes liegt. Sei H eine einen
konvexen Halbraum begrenzende Hyperebene mit P C H~ und PN H # @, so wird H
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als Stiitzebene von P bezeichnet. Hiervon ausgehend definiert man eine Seite von P als
PNH.

THEOREM. FEin konvexes Polyeder hat héchstens endlich viele Seiten und jede Seite
st ein konvezxes Polyeder. FEin m-dimensionales konvexes Polyeder P hat Seiten jeder
Dimension 7 =0, 1, .., m — 1.

Ist P ein m-dimensionales Polyeder, dann werden alle (m —1)-dimensionalen Seiten von
P Facetten, 1-dimensionale Seiten Kanten und 0-dimensionale Seiten Ecken genannt.
Jede Seite F' von P ist ebenfalls ein konvexes Polyeder und man schreibt F' < P . Es gilt
die Transitivitit, was bedeutet, dak aus F' < P und G < F folgt G < P. Nimmt man
die leere Menge () und das gesamte Polyeder P zur Menge der Seiten hinzu und bezeichnet
man diese mit F'(P), so ist diese Menge teilweise geordnet beziiglich der .enthalten sein*-
Relation (inclusion) und bildet einen Verband.

THEOREM. Jede konvexe m -Zelle hat mindestens m + 1 Ecken.

DEFINITION. Unter dem dualen konvexen Polyeder (Q* versteht man die konvexe
Hiille der Schwerpunkte aller Facetten von () (Abb. 3.1.2).

ABBILDUNG 3.1.2. Duales Polyeder

3.1.1. Simplexe.

Simplexe stellen die kleinsten konvexen Polyeder dar und sind deshalb besonders geeignet
fiir Zerlegungen von Riumen und Gebieten. Die Einfachheit von Simplexen bewirkt, daf
eine Vielzahl von Algorithmen auf diese zuriickgreifen. Obwohl die Definition der kon-
vexen Zelle und somit auch die des Simplex einzig auf den Eigenschaften eines linearen
Raumes iiber } basieren, wird sich bei der Formulierung konkreter Algorithmen zeigen,
dak héufig weitere Eigenschaften der zugrundeliegenden Réume (z.B. eines linearen metri-
schen Raumes) herangezogen werden kénnen. Auf solche Aspekte soll in diesem und den
folgenden Abschnitten eingegangen werden.
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DEFINITION 3.1.1. Eine konvexe m-Zelle, die genau m + 1 Ecken besitzt, wird als m-
Simplex bezeichnet.

Hierzu dquivalente Definitionen sind die eines Simplexes iiber die konvexe Hiille von
m+ 1 Punkten p', p?, .., p™!, die nicht in einer (m — 1)-dimensionalen Ebene liegen bzw.

die affin unabhingig (Def. 2.5.11) sind. Dies bedeutet, dak die Vektoren p?p!, .., p™+ipt
linear unabhingig sind und mit dem ausgewihlten Punkt p' einen Teilraum des linearen
Raumes aufspannen.

Es seien Sjund S5 zwei Simplexe. S; heifst Seite von S, wenn die Ecken von S; auch
Ecken von Sy sind (S; < Ss). Gilt zusitzlich S; # Ss, so bezeichnet man S; auch als
eigentliche Seite von S5 und schreibt S; < S,. Hat das Simplex S die Dimension ¢ so
nehmen die Seiten S),, deren Dimension p = ¢ — 1 ist, eine besondere Rolle ein und werden
mit Subsimplex (Untersimplex) bezeichnet. Mit ihrer Hilfe kann man zum einen einen
Simplex, ausgehend von seinen Ecken, rekursiv beschreiben, und zum anderen sind die
Untersimplexe eines orientierten g-dimensionalen Simplexes in natiirlicher Weise orientiert.

Jedes m-dimensionale Simplex S setzt sich aus m+1 (m — 1)-dimensionalen Simplexen
zusammen. Die allgemeine Zusammensetzung eines Simplexes laft sich {iber einen Bino-
minalkoeffizienten bestimmen. Hierbei gilt, daf sich ein m-Simplex aus [’,’;TJ“H k-Simplexen
zusammensetzt (Abb. 3.1.3).

p1 p2 Sz S
S

S, S
S, \ !
Si
p4

ABBILDUNG 3.1.3. Tetraeder mit seinen Subsimplexen

Eine der Konstruktion angelehnte Beschreibung eines Simplexes S' ist seine Identifizie-
rung iiber eine Facette F' (p', ..., p™) und einen zusitzlichen Punkt p™*! der nicht in der
Ebene liegt, die durch F' festgelegt ist. Ein so konstruiertes Simplex wird im folgenden
durch S (F, p"*') gekennzeichnet.

Betrachtet man die Ecken eines Simplexes in den oberen Darstellungen, so stellt man
fest, dak sich die (m + 1) Ecken eines m-Simplexes auf (m + 1)! Arten anordnen las-
sen. In Anlehnung an die Festlegung der Nummerierung der FEcken eines Dreieckes in
der Ebene, wobei eine positive Orientierung einer Nummerierung entgegen dem Uhrzei-
gersinn entspricht und entgegengesetzt eine negative Orientierung, kann eine allgemei-
ne Orientierung fiir beliebig-dimensionale Simplexe definiert werden. Zwei Anordnun-
gen von Ecken heifsen dquivalent, wenn sie durch eine gerade Permutation auseinander
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hervorgehen. Die Orientierung des Simplexes ist somit eine Klasse dquivalenter Eck-
anordnungen. Ein orientiertes Simplex ist ein Simplex mit einer festen Orientierung.
Das 0-dimensionale Simplex stellt einen Sonderfall dar und hat nur eine Orientierung.
Fiir alle anderen Simplexe lassen sich zwei Orientierungen definieren. Man spricht dann
von positiven und negativen Orientierungen (Abb. 3.1.4). Wird bei einem Simplex
S =< pl, p?, ..., p™*! > die Anordnung zweier Ecken getauscht, so #ndert sich die Ori-
entierung des Simplexes, dies wird im allgemeinen durch ein negatives Vorzeichen gekenn-

zeichnet: < p17 p27 e pm-i-l >=—-< p27 pla p AR pm-i-l
p! P
Orientierte Simplexe ot p?
2
C:/ P’ ol — °
p3
p4
SO — <pl> Sl — <pl p2> SZ — <pl, p2 p3> % — <pl p2 p3 p4>
Entgegengesetzt orientierte Simplexe
p2
p1/
- S = (p’p") - S, = (P’ P P°) (p% p* p% %)

ABBILDUNG 3.1.4. Orientierung von Simplexen

Sei S;_1 < S, und p € 5, die Ecke, die nicht zu S,,_; gehort, dann induziert eine
Orientierung des Simplexes S, wie folgt eine Orientierung des Seitensimplex S, _1:

Man wiihlt eine zur gegebenen Orientierung gehorige Anordnung p, p', .., p™ der Ecken
von S,,, in der p die erste Ecke ist, also S,, = (p, p', .., p?) und definiert die induzierte
Orientierung auf S,, ; durch S,, | = (p', .., p™) (Abb. 3.1.5).

Haufig ist es sinnvoll, disjunkte konvexe Mengen voneinander zu trennen. Sind
zwei konvexe Mengen M; und M, disjunkt, so existiert immer eine Hyperebene h mit
zugehorigen Halbrdumen H; und H,, so dals M; C hU H; und My C hU Hy gelten. Man
sagt auch, dal die Hyperebene h die beiden konvexen Mengen trennt.

3.1.1.1. Simplezxe in einem metrischen linearen Raum.
Das 1-dimensionale Simplex stellt innerhalb der Simplexfamilie einen Sonderfall dar. Es ist
das erste Simplex, fiir das sich eine Orientierung definieren 1afst. Es ist bekannt, daf sich
fiir eine Strecke auch eine Langenmafszahl angeben 1aft. Die Berechnung dieser Lénge 14t
sich durch die Abstandsberechnung seiner beiden Randpunkte bestimmen (Def. 2.4.1).
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p* p*

p* p? p*
S; = (pp%pP% P S, = (p%p%p’)
ABBILDUNG 3.1.5. Induzierte Orientierung

Im weiteren werden Simplexe und konvexe Polyeder in einem linearen Vektorraum iiber
R mit einer Metrik d versehen betrachtet.

Im allgemeinen kann man jedem m-Simplex S (p!, ..., p™*!) eines linearen metrischen
Raumes der Dimension n > m eine Volumenmafzahl V' in der Form:

(3.1.1)
0 d(p p') o (T pl) 1
2(S (»* +1)) 1 d* (p', p*) 0 A (pmth p?)
mi2-2m A e (@', Pty & (2, Pt 0 1
1 1 1 0

zuordnen.

Die Lage und das geometrische Aussehen eines m-Simplexes in einem linearen Raum ist
iiber die Lage seiner Ecken eindeutig bestimmt. Die Lage der Ecken selbst kann eindeutig
iiber die Koordinaten der Ecke beziiglich einer gewdhlten Basis beschrieben werden. Im
weiteren werden die Koordinaten des linearen Raumes als globale Koordinaten bezeichnet.
Besteht die Notwendigkeit, einen funktionalen Zusammenhang zwischen den Ecken, den
ihnen zugeordneten Funktionswerten und allen Punkten des Simplexes zu formulieren, wie
dies bei Interpolations- und Approximationsaufgaben der Fall ist, so ist dies in globalen
Koordinaten nur schwer formalisierbar. Dimensionslose oder baryzentrische Koordinaten
fiihren unter Einbeziehung einer Metrik zu einer wesentlich kompakteren Darstellung.

Zunichst soll am Beispiel der Geraden und des Dreieckes (Abb. 3.1.6) im euklidischen
Raum eine geometrische Interpretation solcher Koordinaten gegeben werden. Wir nehmen
an, es gibt eine Strecke g, beschrieben durch zwei Punkte p' und p?. Gefragt ist nach der
Darstellung eines beliebigen Punktes auf ¢ durch die beiden Punkte p! und p?

p=XA-p +(1=X)p" = -p + X p?
mit

A+ A =1.
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Die reellen Zahlen \; und Ay werden als baryzentrische Koordinaten der Strecke bezeichnet
(Abb. 3.1.6).

p2

p'! A4 P Az p2

Langenverhéltnisse beim 1-d-Simplex

Flachenverhaltnis beim 2—d—Simplex p1

ABBILDUNG 3.1.6. Baryzentrische Koordinaten

Fiihrt man #hnliche Uberlegungen fiir das Dreieck durch, so erhilt man die baryzentri-
schen Koordinaten als normierte Flachenmafzahl der Teilflichen, die aus dem betrachteten
Punkt und einem Randsimplex gebildet wird. Die Schwerpunktkoordinaten \; des Drei-
eckes lauten dann in ihrer geometrischen Interpretation

Zi:l Ak
und sind wohl definiert. An dieser Stelle wird darauf hingewiesen, daft, wenn nichts anderes

gesagt wird, Flacheninhalte immer positiv sind. Dies bedeutet, daf auch die als Flichen-
verhéltnisse definierten baryzentrischen Koordinaten immer gréfser gleich Null sind.

Ai(p) :

DEFINITION 3.1.2. Fiir ein n-Simplex, bestehend aus den Ecken p', ..., p"*! und den
Facetten F', ..., F"*! lassen sich die n + 1 baryzentrischen Koordinaten fiir den
Punkt p wie folgt definieren:

V(S (F', p)
V(S(p', ..., prt))’
wobei V' (S) die Volumen der betrachteten Simplexe S sind.

(3.1.2) Ai (p) ==

Ausgehend von der geometrischen Interpretation der baryzentrischen Koordinaten als
Mafsverhaltnisse von Teilvolumina, normiert mit dem Gesamtvolumen, kommt man zu
folgender Charakterisierung der Lage eines Punktes:

e Liegt ein Punkt innerhalb des Simplexes, so ist die Summe der baryzentrischen
Koordinaten gleich Eins: Y1 | A\, = 1.

e Liegt ein Punkt auferhalb des Simplexes, so ist die Summe der baryzentrischen
Koordinaten grofer als Eins: >0 | A; > 1.

Die Lage eines beliebigen Punktes p kann mittels seiner baryzentrischen Koordinaten
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Aty oy Ang1 als Linearkombination der Bezugspunkte p', ..., p"*! dargestellt werden:

n+1

pzZAi(p)-pi-

Die Invarianz der baryzentrischen Koordinaten unter affinen Transformationen ist ein
wesentlicher Vorteil. Bezeichnet p — p:= Lp + T eine affine Transformation mit linearem
Anteil L und Translationsanteil 7', dann besitzt p beziiglich des transformierten Dreieckes
die gleichen baryzentrischen Koordinaten wie sein Urbild p beziiglich des urspriinglichen
Dreieckes. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann ein einzelnes Dreieck auch als
gleichseitiges Dreieck dargestellt werden.

3.1.1.2. Simplexe im euklidischen Raum.

Fiir die Berechnung des Volumens bzw. der Flichenmafzahl eines n-dimensionalen Sim-
plexes im euklidischen Raum gibt es neben der Vorschrift 3.1.1, auf der Grundlage der
euklidischen Metrik, Formeln zur Berechnung eines vorzeichenbehafteten Volumens. Der
Ansatz hierzu basiert auf den Koordinaten der zugrundeliegenden 0-Simplexe. Er eignet
sich nur zur Berechnung der Mafzahl eines n-dimensionalen Simplexes im n-dimensionalen
euklidischen Raum, liefert dafiir jedoch ein vorzeichenbehaftetes Volumen, welches sich
vorteilhaft fiir die Beurteilung der Orientierung eines Simplexes nutzen laft. Betrachtet
wird ein n-dimensionales Simplex mit den Punkten p', p?, .., p"*i:

Pt p?*i

] Py P3Py

(3.1.3) Vi=—det| .. o oo
n.

py Do PR

1 1 .. 1

Betrachtet man ausschlielich Simplexe, deren Ordnung der Dimension des zugrunde-
liegenden euklidischen Raumes entsprechen, so fiihrt die Bestimmung der baryzentrischen
Koordinaten auf die eindeutige Losung des nachstehenden Gleichungssystems.

Die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes p beziiglich eines n-dimensionalen
Simplexes mit den Ecken p!, p?, .., p"*tlergeben sich als eindeutige Losung des nachstehen-
den Gleichungssystems.

Ay D1 pto. L opitt
o e A= |
A Pn A= Lo

At 1 11 .. 1

3.1.2. Die konvexe Hiille.
Die Konstruktion einer konvexen Zelle aus einer gegebenen Punktmenge ist dquivalent zur
Bestimmung der konvexen Hiille. In der Definition 2.5.9 wurde die konvexe Hiille einer
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Menge A eines linearen Raumes iiber 3t durch

conv(A) = ﬂ K
KDA;K konvex
definiert. Ein praktisches Verfahren zur Berechnung der konvexen Hiille ergibt sich durch
diese Definition aber noch nicht.

Zur Generierung der konvexen Hiille einer Punktmenge existiert eine Vielzahl an Al-
gorithmen. Die meisten dieser Algorithmen sind fiir den 2-dimensionalen Raum (z.B.
Einwickelalgorithmus) entworfen. Teilweise sind sie auf die Bestimmung der konvexen
Hiille von Punktmengen hoherer Dimensionen erweiterbar. Ihre Realisierung ist jedoch
durch die entstehende Uniibersichtlichkeit bei der Ubertragung ihrer Strategien in hhere
Dimensionen umsténdlich bzw. schwer iiberschaubar [99].

s Xy

ABBILDUNG 3.1.7. Die konvexe Hiille als Durchschnitt endlich vieler Halbraume

Der Beneath-Beyond-Algorithmus in Verbindung mit der Modellvorstellung, daf
eine kovexe Hiille als Durchschnitt von Halbrdumen aufgefalt werden kann (Abb.
3.1.7), bildet eine Ausnahme. Er verfolgt eine verhiltnisméafig anschauliche und ein-
fach umsetzbare Strategie zur Generierung der konvexen Hiille im euklidischen Raum.
Sein zusitzlich allgemein gehaltener Ablauf bildet die Grundlage fiir die Generierung
der konvexen Zelle im n-dimensionalen linearen Raum iiber dem Ko6rper der reellen Zahlen.

3.1.2.1. Beneath-Beyond-Algorithmus. Beim Beneath-Beyond-Algorithmus wird ausge-
hend von einer Startzelle (hdufig ein Simplex) durch sukzessives Hinzufiigen von Punkten
die konvexe Zelle konstruiert. Bei der Hinzunahme eines Punktes kdnnen zwei Situationen
auftreten:

1. Der Punkt liegt im Inneren (beneath) der aktuellen Zelle. Diese bleibt dann unver-
dndert.

2. Der Punkt liegt auferhalb (beyond) der aktuellen Zelle. Sie ist um diesen Punkt zu
erweitern.

Die Uberpriifung des auftretenden Falles erfolgt iiber ein sogenanntes Sichtbarkeitskriteri-

um, welches auf die Facetten der aktuellen konvexen Hiille angewendet wird. Anschaulich
betrachtet ist eine Facette sichtbar, wenn ein sich in dem Punkt befindender Betrachter
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die Facette von aufsen vollstéindig sehen kann. Ist eine Facette dagegen durch andere Fa-
cetten der konvexen Zelle verdeckt, ist sie unsichtbar. Eine Facette ist entsprechend ihres
Sichtbarkeitsstatus zu markieren (Abb. 3.1.8).

b el b

Punkt liegt Blick des — nicht sichtbar erweiterte implizierter Fall:
auBerhalb Betrachters — sichtbar konvexe Zelle ~ Von a_uﬁfgl nicht
sichtbar

ABBILDUNG 3.1.8. Beneath-Beyond-Algorithmus in der Ebene

Nach Uberpriifung der Sichtbarkeit aller Facetten der aktuellen konvexen Zelle wird die
erweiterte konvexe Zelle generiert. In der erweiterten Zelle sind die als sichtbar markierten
Facetten nicht mehr enthalten, die als nicht sichtbar markierten werden iibernommen. Die
zu entfernenden Facetten werden durch Facetten, die mit dem hinzuzufiigenden Punkt zu
erzeugen sind, ersetzt. Nach der Hinzunahme des i-ten Punktes der Punktmenge steht
somit die konvexe Zelle der ersten i Punkte zur Verfiigung.

ALGORITHM 3.1.3. Allgemeine Strategie des Beneath-Beyond-Algorithmus

Start: ® Mannehme n+1 Punkte aus der Punktmenge, die nicht in einer Hyper—
ebene liegen und erzeuge ein n—dimensionales Simplex (die Starthiille).

® Fiir alle verbleibenden Punkte der Punktmenge und

® fiir jede Facette der aktuellen konvexen Zelle wende man das
Sichtbarkeitskriterium an.

® Man Generiere eine erweiterte konvexe Zelle:

® durch das Ubernehmen der nicht markierten Facetten

e und das Ersetzen der markierten Facette durch Facetten, die
durch den hinzuzunehmenden Punkt entstehen.

Die Uberpriifung einer Facette auf Sichtbarkeit wird im sogenannten Sichtbarkeitskri-
terium formuliert. Es existieren verschiedene Moglichkeiten, das Sichtbarkeitskriterium
im Rahmen eines Algorithmus umzusetzen. Ebenso sind zur Generierung der erweiterten
konvexen Zelle unterschiedliche Vorgehensweisen maglich.
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Hier wird die Allgemeingiiltigkeit des Beneath-Beyond-Algorithmus deutlich. Je nach
Anforderungen an die Bestimmung einer konvexen Zelle kénnen Sichtbarkeitskriterium
und Generierung entsprechend gewihlt werden.

3.1.2.2. Sichtbarkeitskriterium.

Bei der Formulierung eines Sichtbarkeitskriteriums gibt es verschiedene Moglichkeiten, die
im wesentlichen durch die gewdhlten Rdume charakterisiert sind. Die Nutzung einer Orien-
tierung und von vorzeichenbehafteten Volumina sind haufig anzutreffende Vorgehensweisen
(Abb. 3.1.9). Das im weiteren vorgestellte Sichtbarkeitskriterium basiert ausschlieflich auf
den Eigenschaften des zugrundeliegenden linearen Raumes iiber den reellen Zahlen. Ein-
schrinkungen an die Dimension der konvexen Zelle in bezug zum betrachteten Raum, wie
dies bei der vorzeichenbehafteten Volumenberechnung der Fall ist, werden nicht notwendig
sein.

sichtbare Facette unsichtbare Facette

ABBILDUNG 3.1.9. Sichtbarkeitskriterium iiber die Orientierung

Wird eine konvexe Zelle wie in Abbildung 3.1.7 dargestellt als Durchschnitt von Halb-
raumen aufgefakt, so ist jede Facette der konvexen Zelle eindeutig einem Halbraum zuge-
ordnet und die gesamte konvexe Zelle befindet sich innerhalb dieses Halbraumes.

Soll einer bestehenden konvexen Hiille ein weiterer Punkt hinzugefiigt werden, ist fiir
jede Facette der aktuellen Hiille zu priifen, ob der neue Punkt im Halbraum, der durch die
Facette definiert ist, liegt oder nicht (Abb. 3.1.10).

Y 10wl

Y

N>

c) d) e)
——~ abgewandter . — nicht sichtbar
[ ] zetihalbraum U aibraum +_Halbraumrand — chtbar

ABBILDUNG 3.1.10. Sichtbarkeitsstatus iiber Zellhalbraumbetrachtungen



56 3. ZELLTHEORIE

Liegt der Punkt im Halbraum, in dem sich auch die aktuelle konvexe Hiille befindet, so
wird diese Facette als unsichtbar gekennzeichnet. Liegt er dagegen in dem der konvexen
Hiille abgewandten Halbraum, ist die Facette sichtbar. Liegt der betrachtete Punkt genau
in der Hyperebene, die durch die Facette definiert wird, ist eine eindeutige Zuordnung zu
den Halbraumen nicht moglich. Die betrachtete Facette ist somit weder sichtbar noch un-
sichtbar. Dieser Sonderfall kann wiederum durch die Bestimmung der konvexen Hiille, nun
aber im Unterraum der Hyperebene, behandelt werden. Da dieser Unterraum wieder ein
linearer Raum iiber R ist, konnen die oben beschriebenen Herangehensweisen angewendet
werden. Durch diese Rekursion ist die Sonderfallbehandlung Bestandteil der Generierung
der erweiterten konvexen Hiille, so daf eine weder sichtbare noch unsichtbare Facette im
Sichtbarkeitskriterium lediglich als solche gekennzeichnet werden mufs.

Die algorithmische Umsetzung erfolgt im wesentlichen durch das Einfiihren lokaler Ko-
ordinatensysteme, die die betrachteten Halbrdume und Hyperebenen unter Einbeziehung
der betrachteten Zelle beschreiben.

ALGORITHM 3.1.4. Konstruktion eines Koordinatensystems fir den Unterraum, der
durch die konveze Zelle bestimmdt ist.

Start: ® Man wihle eine beliebige Ecke, z.B. pY als Koordinatenursprung.

® Man wihle eine beliebige zweite Ecke, z.B. p!, wodurch pO;1

zum ersten Basisvektor wird.
e Fir alle verbleibenden Ecken der konvexen Zelle

® Konstruiere einen weiteren Vektor p%p'.

Istdieser Vektor linear unabhéngig zur existierenden Basis, so
nehme man diesen in die Basis auf.

Werden die Facetten der aktuellen Hiille betrachtet, so entstehen im allgemeinen Hy-
perebenen mit zugehorigen Koordinatensystemen (Abb. 3.1.11 ).

Zur Identifikation des den Facetten zugeordneten Halbraumes wird ein weiterer Vektor
benoétigt, der in Richtung der restlichen Ecken der konvexen Hiille zeigt. Hierfiir kann
eine beliebige Ecke der konvexen Hiille, die nicht zur betrachteten Facette gehort, gewahlt
werden.

Mit einem derartigen Koordinatensystem laft sich der Raum, in dem sich die konvexe
Zelle befindet, vollstindig durch die Gleichung:

n—1

— —

(3.1.4) z=7p°+ Z A’ p" 4+ A p°p"
i=1
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Hyperebene 5

konvexe Zelle

ABBILDUNG 3.1.11. Koordinatensystem zu einer Facette

beschreiben. Die Identifikation der Halbraume erfolgt iiber das Vorzeichen der Koordinate
An. Alle Punkte, deren Koordinate ), < 0 ist, liegen in dem der konvexen Zelle abgewand-
ten Halbraum. Entsprechend liegen alle Punkt, deren Koordinate A\, > 0 ist, im Halbraum
der aktuellen Zelle. Ein Punkt, dessen Koordinatenwerte A\, = 0 betrigt, befindet sich in
der Hyperebene der Facette und mufs mit gesonderter Aufmerksamkeit behandelt werden.

Mit Hilfe dieses Koordinatensystems kann nun entschieden werden, ob eine Facette fiir
den hinzuzufiigenden Punkt p sichtbar ist oder nicht. Dazu wird der Punkt p im soeben
konstruierten Koordinatensystem dargestellt:

e Gilt A\, < 0, so liegt p in dem der konvexen Zelle abgewandten Halbraum. Die
betrachtete Facette ist somit sichtbar.

e Gilt \, > 0, so liegt p im Halbraum des Polyeders. Die entsprechende Facette ist
nicht sichtbar.

e Gilt A\, = 0, so liegt p in der Hyperebene der betrachteten Facette und mufs mit
gesonderter Aufmerksamkeit behandelt werden.

3.1.2.3. Konstruktion der konvezen Zelle.
Die Konstruktion der konvexen Hiille erfolgt ausgehend von einer gegebenen konvexen
Startzelle, die aus einer Teilmenge der Punktmenge gebildet wird, durch fortlaufende Hin-
zunahme von Punkten, bis simtliche Punkte der Punktmenge erfaft sind. Das Kriterium
fiir die Hinzunahme eines Punktes ist durch dessen Lage beziiglich der einzelnen Facetten
der aktuellen konvexen Zelle gegeben.

Als n-dimensionale konvexe Startzelle dient im allgemeinen ein n-dimensionales Sim-
plex. Im Gegensatz zu einer allgemeinen konvexen Zelle ist das Konstruieren von Unter-
simplexen eines n-dimensionalen Simplexes allein durch die Variation von n + 1 Punkten
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zu n-Tupeln moglich. Somit beschriankt sich die Bestimmung der Startzelle auf die Iden-
tifikation von n + 1 linear unabhéngigen Punkten.

Die nun existierende konvexe Hiille wird um einen weiteren Punkt der Punktmenge
erweitert. Beziiglich dieses Punktes werden alle Facetten der aktuellen Hiille mittels des
Sichtbarkeitskriteriums markiert. Danach werden alle markierten Facetten der aktuellen
konvexen Zelle entfernt. Mit den iibriggebliebenen Facetten und dem neuen Punkt wird
die neue konvexe Zelle zusammengesetzt. Sind keine Facetten markiert worden, liegt der
betrachtete Punkt innerhalb der aktuellen konvexen Zelle.

Tritt der Sonderfall auf, wonach sich der zu betrachtende Punkt als Linearkombination
der Basisvektoren einer Hyperebene darstellen lafst, so liegt dieser auf dem gemeinsamen
Rand der betrachteten Halbrdume (Abb. 3.1.12). Der Punkt muf demnach mit den
Punkten der betrachteten Facette eine konvexe Zelle in der Hyperebene bilden. Fiir diese
Teilmenge von Punkten wird der Algorithmus erneut aufgerufen. Die dadurch entstehende
Rekursion wird abgebrochen, wenn das Vorzeichenkriterium greift oder die editierbare Basis
des 0-dimensionalen Unterraumes erreicht ist. Die untersuchte Facette wird durch die neu
erzeugte konvexe Zelle ersetzt.

3D 2D

Rekursionsschritt

= "

2D—Unterraum

Facette und Punkt liegen im Bestimmung der konvexen erweiterte konvexe
gemeinsamen 2D —Unterraum Zelle in diesem Raum Zelle

ABBILDUNG 3.1.12. Sonderfallbehandlung durch Rekursion

Die rekursive Konstruktion erfordert die Bestimmung von konvexen Zellen in beliebigen
Unterrdumen des n-dimensionalen Raumes. Ein m-dimensionaler Unterraum ist durch m
Basisvektoren gegeben. Fiir die Vorzeichenbestimmung im Sichtbarkeitskriterium entsteht
ein Gleichungssystem mit n Gleichungen und m Unbekannten. Die mehrdeutige Losung
dieses Gleichungssystems kann dann mit dem Gaufschen Algorithmus bestimmt werden.
Sind alle markierten Facetten behandelt, kann die erweiterte konvexe Zelle generiert wer-
den. Sie wird aus den neugenerierten konvexen Zellen der markierten Facetten und der
urspriinglichen konvexen Zelle zusammengesetzt. Dabei sind konvexe Zellen, die durch das
Zusammensetzen entstehen, zu entfernen.

Der vorgestellte Weg zur Generierung der erweiterten konvexen Zelle ist in allen Di-
mensionen moglich. Die entstehende konvexe Hiille besteht nicht mehr nur aus Simplexen
(z.B. Dreiecken) sondern aus beliebigen wiederum konvexen Zellen (Abb. 3.1.13).
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ABBILDUNG 3.1.13. Beispiele konvexer Zellen

3.1.2.4. Zur Mdchtigkeit der konvexen Hiille.

Zunichst erscheint die Bestimmung der konvexen Hiille in Dimensionen grofer drei fraglich
und es fehlt die Vorstellung fiir ein mogliches Problem, daf eines solchen Algorithmus’
bedarf. Fafit man jedoch die Dimensionen als Parameterrdume auf, so lassen sich leicht
Probleme beschreiben, die von mehr als drei Parametern abhangig sind.

Wie den Ausfithrungen der letzten Abschnitte zu entnehmen ist, sind Einschriankungen
des vorgestellten Algorithmus beziiglich einer Dimension des zugrundeliegenden Raumes
nicht vorhanden. Es wird sich jedoch zeigen, daft bei wachsender Dimension die Bestim-
mung der konvexen Hiille ausgesprochen aufwendig wird. Will man beispielsweise die
konvexe Hiille einer Punktmenge mit n = 100 Daten, die von N = 8 Parametern abhin-
gen, bestimmen, so umfakt die Ausgabemenge der Ergebnisse schon allein bis zu 10® also
100 Millionen Elemente. Fiigt man einen weiteren 101. Datensatz ein, so kann sich die
Ausgabemenge um bis zu 4 Millionen Elemente vergrofern. Beginnt man bei einfachen
Sortier-Algorithmen, so kann fiir diese eine problemgréfsenabhéngige obere Schranke fiir
die optimale Laufzeit mit O (N log N) angegeben werden. Das Problem der konvexen Hiille
ist wesentlich komplizierter, da das Laufzeitwachstum nicht allein von der Problemgrofse
N sondern auch von der Dimension n des betrachteten Raumes abhéngt.

Bevor jedoch auf die Abschitzung von Wachstumsgrenzen eingegangen werden kann,
miissen geeignete Notationen eingefiihrt werden.

DEFINITION 3.1.5. Seien f,g : X — 2T, so sagt man: g ist O von f, falls gilt:
g=0(f) & dnp > 0undC > 0, so dak g(n) < Cf(n) fir alle n > ng gilt.

Inhaltlich bedeutet diese Definition, daf die Funktion f fast iiberall durch ¢ nach oben
beschriankt ist - bis auf einen konstanten Faktor. Eine analoge Notation gibt es auch fiir
die untere Schranke.

DEFINITION 3.1.6. Seien f,g : X — R¥ so sagt man: g ist  von f, falls gilt:
g=Q(f) & 3Ine >0undC >0, so dak g(n) > C'f(n) fiir alle n > n, gilt.

Zur Bestimmung der unteren Wachstumsgrenze fiir einen "Konvexe Hiille"-Algorithmus
im n-dimensionalen Raum wird der Satz von Klee [97] herangezogen. Als Maf fiir die Grofe
einer konvexen Hiille wird die Anzahl der Randsimplexe gew#hlt. Dals diese Anzahl mit
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steigender Problemgréfle zunimmt, scheint logisch. Weiterhin kann man sich vorstellen,
dafs die Anzahl der Randsimplexe umso grofier ist, je weniger Punkte innerhalb der Hiille
liegen. Dafs jedoch auch die Dimension des Problems ein wichtiger Einflufsfaktor ist, ist
von Klee gezeigt worden.

THEOREM 3.1.7. Die Grofle einer konvexen Hiille der Dimension dim aus N Punkten
laft sich fir den schlechtesten Fall mit:

fe -0 (N(dzm/2))
nach unten abschdtzen.

Fiir den Fall der konvexen Hiille in der Ebene (dim = 2) ist sofort einsichtig, dak, falls
alle betrachteten N Knoten zur konvexen Hiille geh6ren, man genau N Randkanten hat
(Q (N®/2) = Q(N)). Die Anzahl der méglichen Facetten einer 3-dimensionalen konvexen
Hiille ergeben sich aus der Eulerschen Polyederformel bzw. den allgemeinen Beziehungen
planarer Graphen. Hiernach besteht die konvexe Hiille im 3-dimensionalen Raum aus
weniger oder gleich als 3N — 6 Kanten und 2N — 4 Flichen. Besteht die Hiille nur aus
Simplexen, so gilt jeweils die Gleichheit. Dies bedeutet, daf die Anzahl der Randflichen
auch linear von der Anzahl der Punkte abhéngt ( Q (N) ). Fiir hohere Dimensionen &t
sich keine polynomiale Abhéngigkeit von der Punkteanzahl angeben. P. MC Mullen [126]
gibt jedoch eine obere Grenze fiir die maximal mogliche Seitenzahl eines Polyeders der
Dimension dim mit N Ecken an:

: | N=(dim+1)/2 N — (dim +2)/2
V(d””’N)_{ N - dim ]+[ N —dim |

Eine Abschéitzung nach unten ergibt

r
r+1

womit die Ordnung nachgewiesen wurde.

1 r
v(dim, N) > — [ ] n" mit r = dim/2,
r

3.2. Topologische Zelle

Wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt erwéhnt, ist die Natur in vielen Bereichen
Vorlage fiir die Modellbildung. Betrachtet man das natiirliche Umfeld, so wird man fest-
stellen, dak es, bis auf den Bereich der Kristallographie, kaum eben berandete Gebilde
gibt. Vielmehr kommt es im Rahmen eines natiirlichen Zellverbandes zu Deformationen
der Zellen, um eine méglichst gute Anpassung zu erreichen.

Die Definition topologischer Zellen ist in der Literatur nicht eindeutig. Bei der Begriffs-
bildung wird im weiteren der Vorgehensweise in [145| gefolgt.

DEFINITION 3.2.1. Man nennt das topologische Bild (Def. 2.3.6) einer konvexen Zelle
eine topologische Zelle (Abb. 3.2.1).

Der innere (rekursive) Aufbau bleibt so einfach, wie dies bei konvexen Zellen der Fall
ist. Dieser Aufbau ermoglicht im Rahmen von Algorithmen und Konstruktionsprozessen
weiterhin die Nutzung einfacher Konsistenzpriifungen. Die Definition besagt jedoch, dafs
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. Homoomorphsmuv

ABBILDUNG 3.2.1. Die topologische Zelle als Bild eines konvexen Polyeders

im allgemeinen die Eigenschaft der Konvexitit fallen gelassen wird. Bei einer Realisierung
in Datenstrukturen kann auf Algorithmen und Strukturen fiir konvexe Polyeder zuriickge-
griffen werden, die durch ein zusétzliches Attribut, den verwendeten Homdomorphismus
erginzt werden. Topologische Zellen bilden haufig die Basis in CAD-Systemen, wobei ih-
re Stiarken besonders in der Modellierung von Oberflichen zum Ausdruck kommen. FEin
zweiter grofler Bereich, in dem topologische Zellen zum Einsatz kommen, sind Systeme
zur Speicherung, Modellierung und Simulation geographischer, geologischer oder hydrolo-
gischer Daten.

Aus mathematischer Sicht sind weitere Verallgemeinerungen moglich, deren Umsetzung
in Computeranwendungen sich wesentlich schwieriger gestalten. Die néchst starkere Verall-
gemeinerung wird durch das Fallenlassen der topologischen Ahnlichkeit zu einem konvexen
Polyeder erreicht (Abb. 3.2.2).

ABBILDUNG 3.2.2. Objekte, die keine topologischen Zellen sind

DEFINITION 3.2.2. Eine n-dimensionale Zelle (oder kurz n-Zelle) ist eine abgeschlos-
sene Menge, deren Inneres homéomorph zur n-dimensionalen offenen Kugel D™ = {z €
R" - ||lz|]| < 1} ist, mit der zusétzlichen Bedingung, daf ihr Rand ebenfalls aus einer
endlichen Zahl niedrig-dimensionaler Zellen, den Facetten, besteht.
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Die zweite Bedingung besagt, dafs der Aufbau einer n-Zelle weiterhin rekursiv beschrie-
ben werden kann, wobei die Grundbausteine die 0-Zellen sind. Anders ausgedriickt bedeu-
tet diese Bedingung, dak sich die Zelle geriistweise aufbauen ldfst. Einfache Konsistenztests,
wie dies mit der Eulerschen-Polyeder-Formel der Fall war, sind auf diesen Zellen und Zell-
komplexen nicht mehr moglich.

Es ist nicht einzusehen, warum die Beschrinkung an eine Zerlegung des Randes auf-
rechterhalten bleiben soll. Dies fiihrt zu einer verallgemeinerten Zelle.

DEFINITION 3.2.3. Eine n-dimensionale verallgemeinerte Zelle ist eine abge-
schlossene Menge, deren Inneres homoomorph zur n-dimensionalen offenen Kugel ist und
deren Rand hom6omorph zur (n — 1)-dimensionalen Sphére ist.

Sowohl die n-Zelle als auch die verallgemeinerte Zelle spielen im Rahmen der Beweis-
fithrung mathematischer Theorien eine zentrale Rolle [94], jedoch steht ihr Einsatz in der
algorithmischen Geometrie noch in den Anfingen.

Héaufig bestehen die betrachteten Modelle nicht nur aus einer Zelle, sondern aus einer
ganzen Menge von Zellen, die untereinander in Beziehung stehen. Dem Wunsch einer
Strukturierung solcher Mengen von Zellen wird durch Zellkomplexe Rechnung getragen.

3.3. Euklidischer Komplex

Betrachtet man im Rahmen der Bauinformatik nicht nur ein Objekt, sondern eine
Ansammlung solcher, so wird im allgemeinen von einer Menge von Objekten gesprochen.
Werden zusitzliche Bedingungen an eine solche Zusammenfassung gestellt, so wird von
einem Komplex gesprochen. Sind diese wohldefinierten zusammengefalten Bestandteile
Zellen in der einen oder anderen Auspriagung, so wird von Zellkomplexen gesprochen.
Ausgehend von den verschiedenen Verallgemeinerungsstufen bei der Definition von Zellen
ist es naheliegend, diese bei der Definition eines Zellkomplexes heranzuziehen. Ausgehend
von der Definition des konvexen Polyeders spricht man vom euklidischen Komplex.

DEFINITION 3.3.1. Ein euklidischer Komplex K ist eine nichtleere héchstens abzéhl-
bare Menge von konvexen Zellen eines euklidischen Raumes beliebiger endlicher Dimension
(K = |J{o : o ist eine konvexe Zelle}) mit folgenden Eigenschaften:

1. Ist 0 € K und 7 eine Seite von o (7 < 0),soist 7 € K .

2. Sind o und 7 Zellen in K, dann ist Int(o) () Int(7) = 0.

3. Jeder Punkt einer Zelle aus K besitzt eine Umgebung, die mit nur endlich vielen
Zellen von K gemeinsame Punkte hat.

Eine zur Bedingung 2 dquivalente Formulierung lautet: Der Durchschnitt zweier Zellen
ist leer oder eine gemeinsame Facette beider Zellen. Betrachtet man das erste Beispiel in
der Abbildung 3.3.1, so ist der Durchschnitt des Inneren von A und B leer jedoch nicht
der Durchschnitt des Inneren der beiden Facetten 23 und 64. Die zweite Komposition (in
Abb. 3.3.1) von unendlich vielen Zellen erfiillt zwar die Bedingungen 1 und 2, jedoch nicht
die dritte.
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ABBILDUNG 3.3.1. Kompositionen von konvexen Zellen, die keine euklidi-
schen Komplexe sind

Betrachtet man an Stelle beliebiger konvexer Zellen das Simplex, so ergibt sich auf
natiirliche Weise die Definition eines Simplizialkomplexes.

3.3.1. Simplizialkomplex.
Zur Beschreibung von Triangulationen sowie struktureller Probleme ist es in der Regel nicht
ausreichend, einzelne Simplexe zu betrachten, sondern es miissen diese in ihrer Abhingig-
keit untereinander erfaftt werden. Hierzu werden die Simplexe als Menge betrachtet. Die
Nachbarschaftsbeziehungen der Simplexe untereinander konnen vorteilhaft in einem Graph
mit den Simplexen als Knoten und den nachbarschaftlichen Verbindungen als Kanten ab-
gelegt werden (Abb. 3.3.2).

Simplizialkomplex

I
11 d1_€§\/ds/‘
O

O

Graph \A

ABBILDUNG 3.3.2. Simplizialkomplex mit zugehdrigem Inzidenzgraphen
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Insbesondere die rechnergestiitzte geometrische Modellierung erfordert die Speicherung
und Manipulation von Zellzerlegungen. Als Grundlage hierfiir ist es naheliegend, die Theo-
rie der Graphen (Kap. 2.10) zu Hilfe zu nehmen. Ein Graph ist eine kombinatorische
Struktur, die von Knoten gebildet wird, die durch Relationen miteinander verbunden sind.

3.4. Zellkomplexe

Als Verallgemeinerung einer konvexen Zelle wurde in Abschn. 3.2 die topologische
Zelle eingefiihrt, die homéomorph zu einer konvexen Zelle sein mufte. Nutzt man diese
Verallgemeinerung, so kommt man zur Definition des topologischen Komplexes.

DEFINITION 3.4.1. Ein Gebilde heifit topologischer Komplex, wenn er homéomorph
zu einem euklidischen Komplex ist.

Die Stirken des topologischen Komplexes bei der Modellierung geometrischer Gebil-
de liegen in seiner engen Verwandschaft zum euklidischen Komplex und zum konvexen
Polyeder.

Die Definition eines Zellkomplexes, wie sie in [156] eingefiihrt und in [106| zur Mo-
dellierung in CAD-Systemen verwendet wurde, ordnet sich an dieser Stelle als néchste
Abstraktionsstufe ein.

DEFINITION. Ein Zellkomplex K ist ein in Zellen zerlegter topologischer Raum mit
folgenden Eigenschaften:

1. Jeder Punkt von K gehort genau einer Zelle an.

2. Zu jeder n-Zelle kommt man zu folgender o von K gibt es eine stetige Abbildung f
derart, daf die offene Kugel D" topologisch auf die n-Zelle o abgebildet wird und
daf der Rand der Zelle (f(SP~') - das Bild der Sphiire) fiir p > 0 in der Vereinigung
endlich vieler Zellen von K mit kleinerer Dimension als p enthalten ist.

3. Eine Teilmenge von K ist abgeschlossen, wenn ihr Durchschnitt mit der abgeschlos-
senen Hiille einer jeden Zelle jeweils abgeschlossen ist.

Verwendet man an dieser Stelle nun die Definition 3.2.2 der n-Zelle, wie sie in dieser Arbeit
verwendet wird, so reduziert sich die Definition eines Zellkomplexes auf eine ganz analoge
Form, wie in der Definition 3.3.1 des euklidischen Komplexes.

DEFINITION 3.4.2. Ein Zellkomplex K ist eine nichtleere hochstens abzahlbare Men-
ge von n-Zellen (K = |J{o : o ist eine n-Zelle}) mit folgenden Eigenschaften:

1. Ist 0 € K und 7 eine Facette von o (1 < ), soist 7 € K .

2. Sind o und 7 Zellen in K, dann ist Int(o) () Int(7) = 0.

3. Jeder Punkt einer Zelle aus K besitzt eine Umgebung, die mit nur endlich vielen
Zellen von K gemeinsame Punkte hat.

Diese Vorgehensweise legt es nun nahe, ganz von der euklidisch-geometrischen Natur der
Zellen abzusehen und eine Theorie der abstrakten Komplexe zu formulieren.

DEFINITION. Es sei M eine beliebige Menge. Auf M sei eine Relation zwischen ihren
Elementen gegeben, die mit z < y bezeichnet wird. Jedem x € M sei eine nichtnegative
ganze Zahl dim(z) zugeordnet. Es seien folgende Axiome erfiillt:
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1. Aus z < yund y < z folgt = < z . (Transitivitét)
2. Aus z < y folgt dim(z) < dim(y). (Monotonie)
3. Zu jedem Element x gibt es nur endlich viele Elemente y mit y < . (Endlichkeit)

Dann heift M ein abstrakter Komplex. Die Dimension von M ergibt sich aus
max {dim(z) : Vo € M}.

3.5. Korper- und Netzmodellierung

Die Zelltheorie und speziell der Bereich der konvexen Zellen und euklidischen Zell-
komplexe bildet die Basis fiir Kérper-, Netz- und Berechnungsmodelle im konstruktiven
Ingenieurwesen. Die Geometrie und Topologie von Kérpern findet ihre Beschreibung im
Rahmen der Kérpermodellierung. Sie ist ein wesentlicher Teil des computergestiitzten
Designs, das durch die zunehmende Anwendung von CAD-Systemen an Bedeutung ge-
winnt (Abb. 3.5.1) und ein wichtiger Bestandteil der Bauinformatik ist. In Abhéngigkeit

ABBILDUNG 3.5.1. CAD-Modell eines Hauses

von den zugrundeliegenden Datenstrukturen werden unterschiedliche Modellvorstellungen
herangezogen. Die drei Modelldatenstrukturen (Abb. 3.5.2), die in heutigen Kérpermodel-
lierern iiberwiegen, sind die konstruktiven Korpermodellierer (construktive solid geometry
- CSQG), die Darstellung tiber die Oberfliche des Korpers (boundary representation - BRep)
und Decompositions-Modelle, die im weiteren auch als Zellzerlegung bezeichnet werden.

Ein CSG-Modell ist ein Bindrbaum mit Grundformen (Primitive) und Operationen.
Die Primitive sind die Blatter des Baumes, die Knoten sind spezielle Mengenoperatio-
nen und die Wurzel das fertige Modell. Die CSG-Primitive sind allgemeine geschlossenen
Punktmengen, wie z.B. Quader, Kugel, Zylinder. Die Operationen werden in regulére
Mengenoperationen und Bewegungsoperationen unterschieden. Die Regularisierung der
Mengenoperation stellt sicher, dafl bei allen Mengenoperationen wieder dreidimensionale
Korper bzw. die leere Menge entstehen.

Die zweite wichtige Auspriagung von Korpermodellierern stellt die Boundary Repre-
sentation (BRep) dar, bei der die Berandung eines Objektes explizit beschrieben wird.
Typischerweise stellen Flachen die Rédnder eines Volumen, Kanten die Rénder einer Fliche
und Knoten die der Kante dar. Fiir BRep-Datenstrukturen ist die Trennung zwischen
topologischen und geometrischen Informationen charakteristisch. Nur durch die korrekte
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Bs={xER3|0=x;<2} Ce={xERs|0=x<1}

I

CSG—Modell

@ BRep —Modell

Zellzerlegung

Der Kérper

ABBILDUNG 3.5.2. Korpermodellierer

Modellierung von Nachbarschaften der Randelemente kann eine korrekte Modellierung des
geometrischen Objektes realisiert werden.

Bei der Modellierung durch Dekomposition wird ein Korper in Zellen mit einfacher
topologischer und oft auch geometrischer Struktur unterteilt. Diese Herangehensweise
entspricht in vielen Dingen dem natiirlichen Wachstum aber auch dem Prozef des Wachsens
eines Bauwerkes.

Ein zweiter grofer Einsatzbereich von Zellen und Zellkomplexen bilden geographische
Informationssysteme. Die Abstraktion geographischer Gegebenheiten fiihrt zu sehr un-
terschiedlich dimensionalen geometrischen Objekten. So werden Flurstiicke, Gebédude,
Seen usw. als Flichen abstrahiert, wohingegen Strafen, Kanile und Rohrleitungen als
Linienelemente vereinfacht werden. Sowohl beim Ubergang zu Gelindemodellen als auch
bei der Verallgemeinerung zu Umweltinformationssystemen besteht immer mehr die Not-
wendigkeit, 3-dimensionale Objekte und diese zusdtzlich mit zeitlichen Informationen zu
modellieren. Digitale Gelindemodelle (DGM) entstehen, wenn Hoheninformationen der
Erdoberfliche erfafst, gespeichert und ausgewertet werden. Grundlage sowohl fiir die Vi-
sualisierung als auch fiir die weitere Nutzung digitaler Galindemodelle bilden Zellen und
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Zellzerlegungen in der einen oder anderen Form. Hierzu gehdéren Dreicksvermaschungen
(TIN - Triangular Irregular Network) oder regelméfige Gitter (GRID), die die Basis fiir
Interpolations- und Approximationsalgorithmen bilden. Insbesondere sei hier die Methode
der Finiten Elemente genannt, die sowohl als Interpolationsmethode als auch zur Appro-
ximation partieller Differentialgleichungen eingesetzt wird. Besonders die Notwendigtkeit
der engen Verbindung von Geometriemodell und numerischer Simulation fiihrt zu einer
einheitlichen Modellbildung mit Zellen.
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KAPITEL 4

Gebietszerlegungen

Zur Darstellung eines Gebietskontinuums mittels Computer ist es hiufig notwendig,
neben der Charakterisierung der Ausdehnung in Beschreibung eines Randes, auch eine
Charakterisierung des Gebietsinneren vorzunehmen. Nur in seltenen Fillen ist dies durch
analytische Funktionen méglich. Dies fiihrt haufig zur Anwendung der kombinatorischen
Interpolation. Die Charakterisierung erfolgt dann durch eine Zerlegung des Gebietes in
Teilgebiete, fiir die eine analytische Beschreibung moglich ist. Ausgehend von einer diskre-
ten Punktmenge zur Beschreibung von Eigenschaften wird iiber Algorithmen und Vorschrif-
ten auf das gesamte Gebietskontinuum geschlossen. Typische Vertreter solcher Vorschriften
sind globale Polynominterpolationen und das Zusammensetzen von lokalen Beschreibun-
gen.

Bereits im Zusammenhang mit der allgemeinen Mengentheorie wird von Zerlegungen
gesprochen, wenn es paarweise disjunkte Mengen M, .., M,, gibt, deren Vereinigung die
gesamte Menge M ergibt: M; U ..U M, = M. Wird auf die paarweise Disjunktheit
verzichtet, so spricht man von einer Uberdeckung.

Die Disjunktheit der Mengen einer Zerlegung ist eine sehr starke Forderung. Betrachtet
man beispielsweise ein Intervall auf der reellen Zahlengeraden, so kommt man schnell in die
Konfliktsituation, welche der Intervalle, aus denen die Zerlegung besteht, offen bzw. abge-
schlossen sein sollen. Dies fiihrt beim Ubergang zum 2- und 3-dimensionalen euklidischen
Raum zu einer willkiirlichen Festlegung und im allgemeinen zu einer nichtreproduzierba-
ren Zerlegung. Aus diesem Grund wird im Rahmen dieser Arbeit immer von der Regel
ausgegangen, dals bei einer Gebietszerlegung das Grundgebiet in mehrere kleinere abge-
schlossene Teilgebiete zerlegt wird, wobei das Innere dieser Teilgebiete disjunkt ist. Genau
genommen ist diese Vorgehensweise keine Zerlegung, sondern eine Uberdeckung, hat aber
den Vorteil, dafs sich diese Festlegung in die Theorie der Zellen und Zellzerlegungen sowie
in ihrer Anwendung in der Theorie der Finiten Elemente und Finiten Volumen einordnet.

DEFINITION 4.0.1. Es sei 7 ein Topologischer Raum. FEine Zerlegung eines abge-
schlossenen Gebietes Q C T ist eine Region 2 C T, welche die Vereinigung einer endlichen
Anzahl E von abgeschlossenen beschriankten Unterbereichen Q. C T darstellt. Die Berei-
che Q. geniigen den folgenden Bedingungen:

e Jedes €, ist der Abschluk einer offenen Region €,: Q. = Q. U 99, fiir alle
e=1,2,..., F.
e Die offenen Regionen €, sind paarweise disjunkt: Q. N Q; =0 fiir e # f und
o ()= U;E:1 Q..
69
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Mit 0€), wird der Rand von €2, bezeichnet.

Verallgemeinert man den Begriff des geometrischen Teilgebietes im Rahmen von
Interpolations- und Approximationsaufgaben, so fiihrt dies auf Zerlegungen von Ansatzrau-
men durch Unterrdume, wobei wieder zwischen direkten und iiberlappenden Aufteilungen
unterschieden wird. Auf diese Aspekte soll im Abschnitt 5.2 eingegangen werden.

Die Komposition einer globalen Gebietsbeschreibung durch lokale Komponenten macht
eine Beschreibung von Nachbarschaften und Einflufgebieten notwendig. Diese allgemein
gehaltene Formulierung soll im weiteren in Form von Gebietszerlegungen charakterisiert
werden.

4.1. Nachbarschaften

Der Begriff der Nachbarschaft hat in der Umgangssprache zwei wesentliche Festlegun-
gen. Zum einen versteht man unter einem Nachbarn jemanden, der mit dem Beobachter
eine gemeinsame Grenze hat, zum anderen sagt man auch, zwei Gegenstinde seien benach-
bart, wenn ihr Abstand in einem gewissen Sinne minimal ist. Man kann sich vorstellen,
dafs Nachbarn nicht gleich Nachbarn sein miissen. Im ersten Fall hingt die Nachbarschaft
von einer Gebietszerlegung (z.B. Grundstiicke) und im zweiten Fall von der Festlegung der
Minimalitat des Abstandes ab.

Wie in der Umgangssprache gibt es auch bei der mathematischen Definition unter-
schiedliche Herangehensweisen. Die eine basiert auf der Definition von Mengensystemen
(entspricht dem Grundstiicksbeispiel) und die zweite auf der Definition der Metrik (Ab-
stand). Folgt man den Argumentationen bei der Einfiihrung der verschiedenen Riaume, so
ist zu erwarten, dafs die topologische Definition die allgemeinste ist. Bereits bei der Ein-
fiihrung topologischer Rdume wurde darauf hingewiesen, daf mit der Topologie so etwas
wie Nihe eingefiihrt wurde.

DEFINITION 4.1.1. Zwei Teilmengen A, B des topologischen Raumes M, deren offener
Kern (Inneres) nicht leer ist, heifsfen benachbart, wenn gilt:

e int (A) # () und int (B) # 0,

e int(A)Nint(B)= 0,

e ANB # ().
Um eine Nachbarschaft in Bezug auf einen Abstandsbegriff definieren zu konnen, verwendet
man die metrik-induzierte Topologie und erhélt auf natiirliche Weise eine metrik-definierte
Nachbarschaft. An dieser Stelle wird darauf hingewiesen, daf von einer Nachbarschaft von
Mengen gesprochen wird und nicht von einzelnen Punkten.

Einen anderen Zugang zum Begriff der Nachbarschaft erhdlt man durch Betrachtungen
beziiglich einer gegebenen Objektmenge S. Ordnet man jedem Objekt p aus S eine Menge
V R(p) derjenigen Punkte des Raumes zu, fiir die der von p ausgeiibte Einflufs am stirksten
ist, so erhélt man eine Zerlegung des Raumes.
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Die besondere Bedeutung dieses Ansatzes liegt in seiner Allgemeinheit. Die verwen-
deten Begriffe Raum, Objekt und Einfluf sind zunéchst variabel. Es ist daher nicht ver-
wunderlich, daf dieser Ansatz in der Wissenschaft unter unterschiedlichen Bezeichnungen
Eingang gefunden hat.

In der Mathematik haben erst DIRICHLET [58] und dann VORONOI [177] bei ihren Ar-
beiten iiber quadratische Formen diesen Ansatz systematisch untersucht. In den nichsten
Abschnitten werden Voronoi-Zerlegungen im Vordergund der Betrachtungen stehen.

4.2. Voronoi-Diagramm

Die ,Mutter aller Abstandsprobleme” ist das sogenannte Postamtproblem. Hierbei sind
n Postdmter in einer Stadt (oder Punkte in der Ebene) gegeben. Die Aufgabe besteht
darin, die Punkte so in einer Datenstruktur zu speichern, dafs fiir jede beliebige Wohn-
adresse (oder jeden Punkt der Ebene) das néchste Postamt schnell bestimmt werden kann.
Offensichtlich kann man fiir gegebene Wohnadressen das néchste Postamt leicht in der
Zeit O(n) bestimmen, indem man die Abstéinde von der Wohnadresse zu allen Postam-
tern bestimmt. Wenn man aber mehrere Anfragen dieser Art zu verarbeiten hat, lohnt
es sich, einen gewissen Vorverarbeitungsaufwand zu treiben, um die Anfragen anschlie-
fsend schneller beantworten zu kénnen. Fiir das Postamtproblem hat sich das sogenannte
Voronoi-Diagramm als geeignete Datenstruktur herausgebildet (Abb. 4.2.1). Problemstel-
lungen, die mit Hilfe von Abstdnden formuliert werden, spielen nicht nur im Bereich der
Geometrie eine wichtige Rolle, vielmehr stellen sie hdufig die Grundlage fiir Optimierungs-,
Interpolations- und Approximationsaufgaben dar. Voronoi-Diagramme finden in verschie-
denen Gebieten wie Geographie unter dem Namen Thiessen-Polygon, in der Biologie unter
Dirichlet-Diagramm sowie in der Physik und Archéologie ihren Einsatz.

ABBILDUNG 4.2.1. Klassisches Voronoi-Diagramm

Auf die allgemeine Definition von Voronoi-Regionen, -Zerlegungen und -Diagrammen
wurde im Kapitel 2.4 iiber metrische Rdume schon eingegangen.
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An dieser Stelle sei eine kurze Wiederholung der grundlegenden Definitionen erlaubt.
Gegeben sei eine Punktmenge P = {pl,pZ, ..,pN} eines metrischen Raumes, die auch als
Konfiguration bezeichnet wird. Unter einer Voronoi-Region eines Punktes p* versteht
man die Menge

VR(p*) ={peM : d(p,p") <d(p.p’) Vi#k}.
Die Voronoi-Zerlegung V D(P) ist dann die Menge aller Voronoi-Regionen einer Konfi-

guration. Unter Einbeziehung einer solchen Zerlegung des metrischen Raumes kann nun
eine Nachbarschaft definiert werden.

DEFINITION 4.2.1. Sei P eine Konfiguration und V' D(P) die Voronoi-Zerlegung iiber
P. Fiir einen ausgezeichneten Punkt p* € P heifit

VN :={peP i#k VR()NVR{(") #0}

die Menge der Voronoi-Nachbarn von p*. Eine Voronoi-Nachbarschaft wird alternativ
als Delaunay-Nachbarschaft bezeichnet.

In diesem Abschnitt soll der Schwerpunkt auf weiteren Eigenschaften von Voronoi-
Zerlegungen liegen und auf Erweiterungen eingegangen werden, die im Rahmen von In-
terpolationsalgorithmen von fundamentaler Bedeutung sind. Erweiterungen von Voronoi-
Zerlegungen sind in verschiedene Richtungen moglich, denen eine Vielzahl von Artikeln
in der Fachliteratur gewidmet sind (siehe hierzu [17] und [20]). So lift sich z.B. der Be-
griff Voronoi-,Punktmenge“ durch ,eine Menge von Liniensegmenten® ersetzen. Im Rahmen
dieser Arbeit soll etwas genauer auf die Verallgemeinerung des Nachbarschaftsbegriffes ein-
gegangen werden. Um praktische Problemstellungen zu realisieren, wird man sich haufig
auf den euklidischen Raum beschrianken. Aus diesem Grund wird zum Abschluf noch kurz
auf einige Aspekte der Konstruktion von Voronoi-Diagrammen in euklidischen Rdumen
eingegangen.

4.2.1. Die Voronoi-Regionen als Basis einer Topologie.
Eine Voronoi-Zerlegung beziiglich einer gegebenen Punktmenge P = {pl, P2, ..,pN} kann
unter Beriicksichtigung einiger Besonderheiten als Basis (Def. 2.3.9) einer topologischen
Struktur aufgefaft werden.

THEOREM. Das Mengensystem VB (P) := {0, M, Int(VR (p")), .., Int (VR (p"))} C
P (M) ist Basis einer Topologie, der Voronoi-Topologie VT (P). Hierbei gelten folgende
Bezeichnungen:
VR (') :=Upe VR(P)NVR (p*) wird Grenze der Voronoi-Region genannt,
Int(VR(p%)) := VR (p") \ OVR (p*) wird als das Innere einer Voronoi-Region bezeichnet.

BEWEIS. Es mufs gepriift werden, ob VT (P) eine Topologie ist. Offenbar gehoren die
leere Menge () und der gesamte Raum M zur Topologie. Betrachtet man den Durchschnitt
des Inneren von je zwei ungleichen Voronoi-Regionen, so ist dieser immer leer, d.h. daf
bei den Durchschnittsoperationen nur Mengen der Basis entstehen. Es sind also nur noch
alle Vereinigungen von Mengen der Basis zu untersuchen. Die Anzahl der entstehenden
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neuen Mengen ist endlich und diese sind im topologischen Sinne nicht zusammenhéngend.
Womit alle Eigenschaften einer Topologie auf M erfiillt sind. O

4.2.2. Voronoi-Diagramme h6éherer Ordnung.

Eine Erweiterung erfahren Voronoi-Diagramme durch die Einfiihrung einer Ordnung o.
Erinnert man sich daran, dafs die klassische Voronoi-Zerlegung beziiglich einer endlichen
Punktmenge P = {p', p?, ..,p" } in einem metrischen Raum, die Aufteilung dieses Raumes
derart ist, dak jede Region der Ort von Punkten ist, die niher zu einem Bezugspunkt p’
liegt als zu allen anderen Bezugspunkten, so spricht man im weiteren von einem Voronoi-
Diagramm der Ordnung 1. Man kann sich nun die Frage stellen, wie eine Zerlegung aus-
sieht, bei der die zu einer Menge zusammengefaten Punkte ¢ € M zu mehreren Bezugs-
punkten p’ in Nachbarschaft stehen. Dieser Tatsache kann man durch eine Verallgemeine-
rung der Voronoi-Region Rechnung tragen. Im folgenden werden zur Veranschaulichung
von Eigenschaften ohne Beschriankung der Allgemeinheit Beispiele in der Ebene herange-
zogen.

DEFINITION 4.2.2. Ein Voronoi-Diagramm der Ordnung £k ist eine Region, die
durch ein geordnetes k-Tupel aus der Menge der Voronoi-Punkte P = {p', p?, .., p"'}
definiert wird:

(4.2.1)
VR (p", ., p*):={qe M : d(q,p") <. <d(q,p*) <d(q,p™) Ym ¢ {ir, .., ix}}.

Im Rahmen dieser Arbeit wird immer das geordnete k-Tupel betrachtet. Im Gegen-
satz hierzu findet man in der Literatur auch h&ufig Definitionen, bei denen von keinem
geordneten Tupel ausgegangen wird ([19]). Diese Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung
beziiglich der ungeordneten Punktmengen (Abb. 4.2.2) sind dann die Vereinigung aller
Voronoi-Diagramme geordneter Tupel (alle Permutation der Punkte der Punktmenge).

VR ({p", p”, ., p*}) = U VR dY)
geordneten Paare

Durch eine Umformulierung der Definition fiir Voronoi-Regionen hoéherer Ordnung
kommt man zu folgendem Zusammenhang:

VR (pil, o pi’f) = {q e VR (p”, o pi’f) | d (q,pil) <d(q,p™) Ym = iy, ,Zk}
Hieraus erhélt man die folgenden Zusammenhénge:
VR (p') = JVR (', ")

ki

und
VR, )= |J VR, ¥, ")

ki,

und so weiter. Man kann auch sagen, daf ein Voronoi-Diagramm einer héheren Ordnung

eine Verfeinerung eines Voronoi-Diagrams niederer Ordnung darstellt. Dieser Sachverhalt
wird bei der Konstruktion von Voronoi-Diagrammen héherer Ordnung herangezogen.
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VR(p) VR(P?)

VR({pp%)

VR({p!p%})

VR({p®p%)

VR(pS) VR(p)

VR({p%p%)

ABBILDUNG 4.2.2. Voronoi-Diagramm der Ordnung 1 und 2

Fiir die Konstruktion von Voronoi-Diagrammen héherer Ordnung ist die Beziehung zwi-
schen V Dy (S) und V Dy.1(S) fiir k = {1, .., N — 1} wichtig. Ist diese Beziechung bekannt,
so lassen sich die Voronoi-Diagramme schrittweise konstruieren.

Betrachtet man noch einmal die Definition einer Voronoi-Region erster Ordnung

VR (p*) :={pe M : d(p,p*) <d(p.p") Vi#k},

so ist die Konstruktion von V Dy, (S) offensichtlich die Aufteilung einer jeden Region von
V' Dy(S) in Teile von Regionen von V Dy1(S). Dies ist gleichbedeutend mit dem Schnitt
einer jeden Region V' (T') von V Di(S) mit dem klassischen Voronoi-Diagramm V Dy (S\T).
In diesem Fall ist es nicht erforderlich, das ganze V' D;(S \ T') zu bestimmen. Es geniigt,
den Teil zu berechnen, der im Inneren von V' (T') liegt.

Werden, wie schon oben erwihnt, die Voronoi-Regionen héherer Ordnung beziiglich
der ungeordneten Tupel von Bezugspunkten betrachtet und mit diesen eine Zerlegung des
Gebietes durchgefiihrt, so kann man die néchsten k£ Nachbarn eines Punktes ¢ finden, indem
man die Voronoi-Region sucht, in der sich ¢ befindet. Besonderes Interesse gebiihrt der
Situation ¥ = N — 1. In diesem Fall entsteht das Voronoi-Diagramm des entferntesten
Punktes, d.h. der Ort von Punkten, die am weitesten von einem gegebenen Punkt ¢
entfernt sind. Ausgehend von einer 5-elementigen Menge von Voronoi-Punkten ist in der
Abbildung 4.2.3 das Voronoi-Diagramm der Ordnung 4 zu sehen. Betrachtet man zum
Beispiel die Voronoi-Region VR({p?, p® p* p°}), dann ist zu erkennen, daf diese Region
den Ort von Punkten darstellt, die vom Punkt p! am weitesten entfernt sind.

Ein wesentlicher Unterschied zu Voronoi-Diagrammen erster Ordnung ist die Tatsache,
daf Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung Voronoi-Regionen haben konnen, die keine der
Bezugspunkte enthalten bzw. auch leer sein konnen. In Abbildung 4.2.3 ist zu sehen,
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VR{pL, p2 P p%)

VR{PL, P2 3, p7})

VR{p®, p4 p°, p1}) VREP? p3, b4 po})

ABBILDUNG 4.2.3. Voronoi-Diagramm des entferntesten Punktes

daf die Voronoi-Region VR({p?, p?, p* p°}) und VR({p',p?,p*,p°}) keine Bezugspunkte
enthalten.

Aus der Menge der Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung kommt den Diagrammen
der Ordnung 2 eine besondere Bedeutung bei der Festlegung von natiirlichen Nach-
barschaftskoordinaten (Abschn. 5.6.4), wie sie von Sibson [166] eingefiihrt wurden,
zu. Das Voronoi-Diagramm zweiter Ordnung einer Menge von N Punkten ist eine
Zerlegung (eher eine Uberdeckung) in Zellen VR;;, wobei jede Region im Zusam-
menhang mit je zwei Bezugspunkten p’ und p’/ steht. Die Voronoi-Regionen zweiter
Ordnung VR;; mit (i # j) sind genau dann nicht leer, wenn die Bezugspunkte p’
und p/ benachbart sind. Die Voronoi-Zelle zweiter Ordnung ist wie folgt definiert:

VR(p', p’) :={q: d(q,p") <d(q,p7) <d(q,p*) Yk #1,j}.

4.2.3. Konstruktion von Voronoi-Zerlegungen im euklidischen Raum.
Die Konstruktion von Voronoi-Zerlegungen ist fiir den Fall einer beliebigen Metrik oder
Abstandsfunktion ein schwieriges Problem. Im Gegensatz hierzu gestaltet sich eine Kon-
struktion im euklidischen Raum einfacher. Der euklidische Raum ist gekennzeichnet durch
seine einfache Struktur, zum einen ist er ein linearer Raum iiber dem Korper der reellen
Zahlen und zum anderen sind seine weiteren Eigenschaften, wie Betrag, Metrik und Topolo-
gie, durch das euklidische Skalarprodukt induziert. Die Voronoi-Regionen im euklidischen
Raum sind konvexe Raumstiicke. Sie konnen also beschrieben werden als Durchschnitt
endlich vieler Halbraume. Die Konstruktion der Voronoi-Zerlegung wird im euklidischen
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Raum R" dquivalent zur Bestimmung eines konvexen Raumstiickes im R*"**. Die Idee hin-
ter der folgenden Konstruktion liegt dabei in der Projektion auf einen Hyper-Paraboloiden,
auf dem dann ein konvexes Polytop konstruiert wird.

Der Projektionsabbildung auf den Hyper-Paraboloiden U liegt dabei folgende Abbil-
dungsvorschrift zugrunde:

(4.2.2) (a1, ag, ..., a,) — (al, a9,y ..., Oy, Za?) .
i=1

Bei der Riickprojektion wird lediglich die letzte Koordinate x,,, weggelassen.

(4.2.3) <a1, Ao, ...y Oy, Za?) — (a1, ag, ..., ay).
i=1

Als Folge dieser Projektion wird im weiteren unser betrachteter Raum R" als Hyperebene
mit a,y1 = 0 aufgefakt. Fiir einen Punkt p € R sei [, die vertikale Linie in R"*!, die
durch den Punkt p geht. Als nichstes wird eine Abbildung e definiert, die jedem gegebenen
Punkt p € R eine Hyperebene e(p) im %" zuordnet. Die Hyperebene soll tangential am
Hyper-Paraboloiden U im Punkt (pi, .., pn, Pt + .. + p2) € " anliegen.

e(p) x2 A 0

ABBILDUNG 4.2.4. Voronoi-Zerlegung im 1-dimensionalen Fall

In jedem transformierten Voronoi-Punkt wird nun die Tangentialebene konstruiert.
Durch das Verschneiden dieser Tangentialebenen und Riicktransformation erhélt man die
Voronoi-Zerlegung des Raumes (Abb. 4.2.4). Eine typischer Einsatzbereich von Voronoi-
Zerlegungen im euklidischen Raum ist die Planung von Funknetzen. Hierbei geht es darum,
mit moglichst wenigen Sendeeinheiten ein moglichst grofes Gebiet abzudecken.

4.2.4. Voronoi-Zerlegung beziiglich nichteuklidischer Metriken.
Neben der Erweiterung von Voronoi-Diagrammen beziiglich einer Ordnung haben sich wei-
tere Erweiterungsrichtungen entwickelt. Voronoi-Diagramme wurden fiir andere Metri-
ken und Halbmetriken definiert. Aus der Klasse der L,-Metriken sei an dieser Stelle die
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Manhatten-Metrik (der L; Abstand) betrachtet. Der Abstand zweier Punkte in dieser
Metrik von Punkten im R" ist definiert als

di(p,q) ==Y Ipi — ail
i=1

und kann als Summe von Teilstrecken parallel zu den Koordinatenachsen aufgefafst werden.

ABBILDUNG 4.2.5. Bisektion fiir die L;-Metrik

Wie man in der Abbildung 4.2.5 erkennen kann, ist fiir den allgemeinen Fall die
Voronoi-Grenze fiir zwei Punkte in der L;-Metrik ein Polygon, bestehend aus drei Linien-
stiicken. Haben die Punkte identische z- oder y-Koordinaten, so stimmt ihr L;-Bisektor
mit dem euklidischen Bisektor iiberein. Ein gravierender Unterschied tritt aber bei der
Lq-Metrik auf. Sind beide Voronoi-Punkte diagonale Ecken eines Quadrates, so ist die
Voronoi-Grenze kein Polygon mehr, sondern es entstehen Fléchen, deren Punkte in der
Ly-Metrik den selben Abstand zu beiden Bezugspunkten besitzen.

4.2.5. Voronoi-Zerlegung beziiglich einer konvexen Abstandsfunktion.

Das Voronoi-Diagramm einer Menge S von n Punkten in der Ebene ist eine Zerlegung der
Ebene in n Regionen, jede Voronoi-Region V R(p') fiir p* aus S enthilt genau die Punkte,
die niher zu p’ als zu irgend einem anderen Punkt in S sind. Wenn als Distanz von zwei
Punkten die Liange der geraden Verbindung der Punkte genommen wird, dann haben wir
das bekannte Voronoi-Diagramm unter der euklidischen Metrik.

Allgemeiner kann die Distanz von zwei Punkten durch eine konvexe Distanzfunktion
dc gemessen werden, wobei C' eine kompakte, konvexe Menge ist (Abb. 4.2.6).

Ein Voronoi-Diagramm unter einer glatten, strikt konvexen Distanzfunktion ds hat
dhnliche Eigenschaften wie das unter der euklidischen Metrik. Falls eine konvexe Distanz-
funktion nicht strikt konvex ist, dann ist ein Bisektor von zwei Punkten nicht unbedingt
eine Kurve, er kann Fliachen enthalten. Diese Besonderheit kann nur auftreten, falls die
Verbindungslinie von zwei Punkten parallel zu einer Kante am Rand von C' ist. In die-
sem Fall enthilt der Bisektor eigentlich eine Fléche zwischen zwei zusammenstofienden
Strahlen.
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Man kann dann vereinbaren, daf als Bisektor nur ein Strahl genommen wird, der in der
Flache liegt. Dadurch ist ein Bisektor unter einer konvexen Distanzfunktion immer eine
Kurve, und das Voronoi-Diagramm ist eine vollstiandige Zerlegung der Ebene.

Zur Bestimmung der Entfernung zwischen zwei Punkten p und ¢ wird iiblicherweise die
euklidische Abstandsfunktion herangezogen

n

d(p,q) = | > i — @)

=1

Allgemeiner kann die Distanz von zwei Punkten durch eine konvexe Distanzfunktion d¢o
gemessen werden. Eine konvexe Distanzfunktion kann folgendermafien definiert werden:
Sei C' eine kompakte, konvexe Menge, die den Nullpunkt im Innern enthélt, dieser wird als
das Zentrum bezeichnet. Um den Abstand von p nach ¢ beziiglich C' zu definieren, wird C'
um den Vektor p verschoben (Abb. 4.2.6). Der Strahl von p nach ¢ schneidet den Rand der

q

ABBILDUNG 4.2.6. Konvexe Abstandsfunktion in der Ebene

verschobenen konvexen Menge C' in genau einem Punkt ¢’. Nun definiert man die konvexe
Abstandsfunktion wie folgt:

d(p, q)
d(p,q')’

Eine geometrische Interpretation besteht darin, diese Zahl als Faktor aufzufassen, um
den das nach p verschobene C' skaliert werden miifite, damit sein Rand den Punkt p enthilt.

Die Funktion d¢ erfiillt de(p, ¢) > 0 und de(p, ¢) = 0 gilt genau dann, wenn p = ¢ ist. Die
Dreiecksungleichung wird von d¢ noch erfiillt:

de(p,q) < de(p,r) +de(r, q).

Die Symmetriebedingung de(p, ¢) = de(q, p) gilt jedoch nur noch, wenn C' in bezug auf
den Nullpunkt symmetrisch ist. In diesem Fall ist d¢ sogar eine Metrik.

de (p,q) ==
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Eine konvexe Distanzfunktion heifst glatt, falls jeder Punkt auf dem Rand von C' nur
genau eine Stiitzgerade besitzt. Eine konvexe Distanzfunktion heifst strikt konvex, falls C'
keine Liniensegmente (gerade Stiicke) im Rand enthélt.

Natiirlich kann man auch zu konvexen Distanzfunktionen Voronoi-Diagramme berech-
nen, worauf nicht weiter eingegangen wird.

4.2.6. Potenz-Diagramme.

Eine weitere Generalisierung erfahren die Voronoi-Diagramme durch sogenannte Potenz-
Diagramme. Es wird im weiteren eine Konfiguration P von N Punkten in einem metrischen
Raum M betrachtet. Angenommen wird, daf jeder Punkt in P ein ganz individuelles
Gewicht w(p¥) hat, welches eine gewisse Kapazitit des Punktes beschreibt. Fiir einen belie-
bigen Punkt p* ist die Potenzfunktion wie folgt definiert: pot (z,p*) := d? (z,p*) — w(p").
Das Potenz-Diagramm ist dann genauso definiert wie ein Voronoi-Diagramm, mit dem
Unterschied, daf nicht eine Metrik sondern eine Potenzfunktion zugrunde gelegt ist. Es
wird sich zeigen, daf die Potenzfunktion beim Ubergang von der Shepard-Interpolation
zur Shepard-Approximation (Abschn. 5.6.1) sowie bei der statistischen Interpolation
(Abschn. 5.7) eine zentrale Rolle spielt.

4.2.7. Weitere Verallgemeinerungen und Anwendungen.

Die Forschung im Bereich der Voronoi-Zerlegungen ist sehr breit gefichert und es kann
im Rahmen dieser Arbeit nur auf einige noch interessierende Bereiche eingegangen wer-
den. Die in den letzten Abschnitten behandelten Zerlegungen waren bestimmt durch eine
Menge sogenannter Voronoi-Punkte. Die Definition der Voronoi-Zerlegung lift sich aber
auf andere geometrische Objekte ausdehnen. Besonders finden die Voronoi-Diagramme
von Liniensegmenten eine wichtige Anwendung bei der Bewegungsplanung von Robotern.
Diese und andere interessante Erweiterungen sind in [17] und [20] zu finden.

Bei der Vielzahl verschiedener Arten von Voronoi-Diagrammen stellt sich die Frage,
nach ihren Gemeinsamkeiten und gemeinsamen strukturellen Merkmalen. Diese Uberle-
gungen haben zur Einfithrung der abstrakten Voronoi-Diagramme gefiihrt (siehe [98] und
[101]).

Voronoi-Zerlegungen und deren Verallgemeinerungen bilden die Basis fiir eine Vielzahl
von Finite Volumen Verfahren. Hierbei wird eine Voronoi-Region als Kontrollvolumen auf-
gefakt. In Verbindung mit Dreiecks- und Vierecks-Netzen werden in jiingster Zeit auch
Kontrollvolumen (Abb. 4.2.7) verwendet, die unter Einbeziehung der Schwerpunkte des
zugrundeliegenden Netzes konstruiert werden (siehe [29]). Die so entstehenden Kontroll-
volumen sind zwar keine konvexen Zellen mehr, ermoglichen aber eine optimale Kopplung
zwischen Finiter Element Approximation und Finiter Element Methode.
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baryzentrisch Voronoi
ABBILDUNG 4.2.7. Kontrollvolumen eines Finites Volumen Verfahrens

4.3. Zellzerlegung

Eine Zellzerlegung ist eine Darstellung von Gebilden wie Flichen und Korper als Zu-
sammenschlufs von Zellen. Eine derartige Zellzerlegung wird auch als geometrisches Modell
bezeichnet.

Haufig finden Triangulierungen Anwendung, um eine gegebene Punktmenge zu
charakterisieren. ~ Unter den Triangulierungen einer Punktmenge sind die Delauny-
Triangulierungen ausgezeichnet durch ihre besondere Eigenschaft, eher benachbarte
Punkte zu verbinden. Dies fiihrt dazu, daf man zwei Sichtweisen betrachten mufs. Zum
einen kann eine Zellzerlegung unabhingig von einem Abstandsbegriff betrachtet werden
und zum anderen unter Beriicksichtigung eines solchen.

4.3.1. Delauny-Triangulierung.
Eine allgemein gebriauchliche Methode zur Bestimmung einer Zellzerlegung bei vorgegebe-
ner Punktmenge der Ebene ist die Triangulierung. Bevor auf die Verallgemeinerung der
Triangulation hin zu einer Simplizialzerlegung eingegangen wird, seien zunichst die Ver-
héltnisse in der euklidischen Ebene genauer betrachtet. Im allgemeinen wird die Delauny-
Triangulierung als dualer Graph zur Voronoi-Zerlegung definiert. Eine Vielzahl von Frage-
stellungen und Problemen in n-dimensionalen Rdumen konnen in der Ebene veranschau-
licht werden. In der Abbildung 4.3.1 ist zu einer gegebenen Punktmenge die Voronoi-
Zerlegung der Ebene dargestellt. Bezeichnet man den gemeinsamen Rand zweier Voronoi-
Regionen V R(p') und V R(p’) als Voronoi-Kante und den Schnittpunkt von mindestens
zwei Voronoi-Kanten als Voronoi-Knoten, so kann man Voronoi-Knoten und -Kanten als
einen ebenen Graphen (Def. 2.10.7) auffassen. Ein planarer Graph hatte die Eigenschaft,
dak es zu ihm einen dualen Graphen gibt. Der duale Graph zum Voronoi-Diagramm wird
Delaunay-Triangulation genannt.

Geht man jedoch von einer strengen Betrachtungsweise aus, so kann auch eine Zer-
legung entstehen, die keine reine Dreieckszerlegung darstellt. Beispielhaft hierfiir ist der
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Bezugspunkt

------------- v
Vorongi—Kante /...

..

Voronoi—Knoten

Voronoi-Dreieck .
Voronoi Kreis

ABBILDUNG  4.3.1. Voronoi-Diagramm mit zugehoriger Delaunay-
Triangulierung

duale Graph zu einer regulér verteilten Punktmenge. Zunéchst soll jedoch auf die Delauny-
Triangulation eingegangen werden, da diese besonders einfach zu beschreiben ist. Beim
Ubergang zur Delauny-Zellzerlegung kann auf viele Aussagen dieses Abschnittes zuriickge-
griffen werden.

DEFINITION 4.3.1. Die Triangulierung einer Punktmenge im R? ist die Zerlegung der
Ebene, so daf die gegebenen Punkte die Eckpunkte der Dreiecke sind.

Die zusitzliche Beriicksichtigung der Nachbarschaften von Punkten untereinander
bei der Bestimmung der Triangulierung einer Punktmenge fiihrt zu einer Delaunay-
Triangulation. Bei einer Delaunay-Triangulation werden nur die nédchsten Nachbarn eines
Punktes zur Bildung eines Dreieckes herangezogen. Diese Delaunay-Dreiecke miissen
der sogenannten Umkugelbedingung geniigen (Abb. 4.3.2).

a) b)

ABBILDUNG 4.3.2. Triangulierung a) erfiillt Umkreis-Kriterium, Triangulie-
rung b) nicht, da ein anderer Punkt innerhalb des Kreises liegt

Ausgehend von der Definition 4.3.1 einer Triangulierung ergibt sich die Definition einer
Simplizial-Zerlegung.
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DEFINITION 4.3.2. Die Zerlegung eines n-dimensionalen linearen Raumes unter Ein-
beziehung einer gegebenen Punktmenge, so dafs die Punkte genau die Ecken von n-
dimensionalen Simplexen sind, wird Simplizial-Zerlegung genannt.

Auch bei Simplizial-Zerlegungen kann man, wenn weitere Eigenschaften hinzugezo-
gen werden, ausgezeichnet Zerlegungen erzeugen. Betrachtet man nicht nur einen n-
dimensionalen linearen Raum, sondern geht davon aus, daf auf diesem eine Metrik de-
finiert ist, so kann in Analogie zur Delaunay-Triangulation von einer Delaunay-Simplizial-
Zerlegung gesprochen werden.

DEFINITION 4.3.3. n+1-Punkte p°, ..., p” einer Simplizial-Zerlegung geniigen der Um-
kreisbedingung, wenn kein anderer Punkt der Grundmenge im Inneren der durch die
n + 1-Punkte definierten Kugel liegt (Abb. 4.3.2). Ein solches Simplex wird auch
Delaunay-Simplex genannt.

Eine Simplizial-Zerlegung, die nur aus Delaunay-Simplexen beziiglich der gegebenen
Punkte besteht, heifst Delaunay-Simplizial-Zerlegung.

Zu jeder Punktmenge in einem linearen metrischen Raum gibt es eine Delaunay-
Simplizial-Zerlegung, wobei diese nicht unbedingt eindeutig sein muf. Die Delaunay-
Simplizial-Zerlegung ist fiir Punktmengen in beliebiger Dimension berechenbar. Sie kann
mit Hilfe verschiedener Algorithmen berechnet werden. Ein sehr einfacher und universeller
Algorithmus exisitiert im n-dimensionalen euklidischen Raum und wird im weiteren
vorgestellt.

4.3.1.1. Konstruktion von Delaunay-Triangulierungen im euklidischen Raum.
Wie schon bei der Konstruktion von Voronoi-Zerlegungen im euklidischen Raum ersicht-
lich wurde, besteht ein simpler Zusammenhang zwischen den beiden Hauptproblemen der
geometrischen Datenverarbeitung, der Berechnung der konvexen Hiille einer Punktmenge
und der Delaunay-Triangulierung.

THEOREM 4.3.4. Die DELAUNAY-Triangulierung einer Punktmenge im R™ entspricht
der Bestimmung der konvexen Hiille der Projektion der Punktmenge auf einen Hyper-
Paraboloiden der Dimension R,

Der Projektionsabbildung auf den Hyper-Paraboloiden liegt die Gleichung 4.2.2 und
die zugehorige inverse Transformation zugrunde (Abb. 4.3.3).
Eine Tangential-Ebene an den Paraboloiden durch den Punkt A’ besitzt die "Steigung"

dan+1 &
=324,

Damit besitzt die Tangential-Ebene, mit II" bezeichnet, eine Beschreibung mittels der
folgenden Gleichung:

n

(pi1 = Z [Zaixi — a?] .

=1
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Z=X 2+y 2
2
r
M
A A A
A A A A
z z z z
Zy I Zy II Zy 111 Zy v
X X X X

ABBILDUNG 4.3.3. Projektionsabbildung auf einen Paraboloiden

Verschiebt man diese Ebene um 72 nach oben (in z- Richtung), so erhilt man die
Hyper-Ebene I1, die den Hyper-Paraboloiden schneidet. Sie besitzt folgende Bestimmungs-
gleichung:

n
Apt1 = Z [2@21‘1 - QZQ] + T2.
i=1

Das Schnittgebilde aus Hyper-Paraboloid und Hyper-Ebene erhélt man durch Gleich-
setzen der beiden Bestimmungsgleichungen zu:

n
r? = Z (z; — a;)”.
i=1
Das Schnittgebilde von Hyper-Paraboloid und Hyper-Ebene ist eine Hyper-Ellipse, die bei
Riickprojektion in den R”™ zu einer Kugel mit dem Radius r und dem Mittelpunkt A wird.
Dies ist aus der Gleichung fiir r2, die einer Kugelgleichung entspricht, deutlich zu erkennen.

Kehrt man die obigen Betrachtungen um, so erhilt man den Beweis fiir die Dualitit
des Problems "konvexe Hiille" und "Delaunay-Simplizial-Zerlegung" im n-dimensionalen
euklidischen Raum.

Im folgenden werden mit "untere" Randsimplexe der konvexen Hiille alle Simplexe
bezeichnet, deren nach aufen gerichteter Normalenvektor nach unten zeigen wiirde. Um
bei der Riickprojektion zur Simplizial-Zerlegung nicht die "oberen" Randsimplexe mit zu
bearbeiten, wird ein Hilfspunkt H eingefiigt. Alle "oberen" Randsimplexe, die eigentlich
"kiinstlich" durch die Projektion entstanden sind, besitzen H als Eckpunkt, so dak sie
schnell identifiziert werden konnen (Abb. 4.3.4 - I).

Betrachtet wird nun die Hyper-Ebene IT durch die Eckpunkte (p', p?, .., p"™!) des Para-
boloiden, die ein Randsimplex der konvexen Hiille bilden. Diese Hyper-Ebene II schneidet
den Hyper-Paraboloiden (Abb. 4.3.4 - II).
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Verschiebt man II so lange bis sie den Hyper-Paraboloiden nur noch in einem Punkt,
der als Punkt A’ bezeichnet wird, tangiert, so erhélt man die Ebene II'. Die urspriingliche
Ebene II kann als Verschiebung der Ebene II' nach oben aufgefakt werden. Das Mafs der
Verschiebung wird mit r? bezeichnet.

H

1 111

ABBILDUNG 4.3.4. Konstruktion des Voronoi-Kreises

Da die Ebene II ein Randsimplex der konvexen Hiille enthélt, miissen alle weiteren
Eckpunkte der Hiille jenseits bzw. oberhalb von II liegen. Da alle Punkte tatsichlich iiber
IT liegen, liegen sie also um mehr als 72 iiber II'. Daraus folgt:

e Alle anderen Punkte p liegen bei einer Riickprojektion in die Dimension R" auferhalb
der (Hyper-)Kugel mit dem Mittelpunkt A und dem Radius r.

e Die Umkugel um das Simplex der Punkte (p',p?, ...,p") ist leer und geniigt somit
dem Umkreiskriterium.

e Das Simplex (p',p?, ..., p") stellt ein Delaunay-Simplex dar.

e Jedes "untere" Simplex stellt danach ein Delaunay-Simplex dar.

e Der "untere" Teil der konvexen Hiille wird bei Riickprojektion in die n-te Dimension
zur Delaunay-Simplizial-Zerlegung.

4.3.2. Minimale konvexe Zellzerlegung.

Die Delaunay-Simplizial-Zerlegung ist gekennzeichnet dadurch, daf ihre Kanten benach-
barte Punkte verbinden, so daf Simplexe entstehen. Liegen mehr als n+1 Punkte auf einer
n-dimensionalen Kugel, existieren mehrere Mdoglichkeiten zur Generierung der Delaunay-
Simplexe was dazu fiihrt, daf eine solche Delaunay-Simplizial-Zerlegung nicht mehr ein-
deutig ist (Abb. 4.3.5).

Gewiinscht ist hidufig jedoch eine eindeutige Zellzerlegung, bei der analog zur Delaunay-
Simplizial-Zerlegung nur benachbarte Punkte zu einer konvexen Zelle verbunden werden,
die mogliche Uneindeutigkeit der Delaunay-Simplizial-Zerlegung aber nicht auftritt. Diese
Zerlegung wird im weiteren als minimale konvexe Zellzerlegung bzw. Delaunay-
Zerlegung bezeichnet.

Fiir eine minimale konvexe Zellzerlegung wird die Beschriankung fallengelassen, dafs zur
Bildung einer konvexen Zelle maximal (n + 1) Punkte der Umkugelbedingung geniigen
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LH 08

3 Punkte liegen Mdglichkeiten der Delaunay—Triangulierung
auf einer Umkugel bei 6 Punkten auf einer Umkugel

ABBILDUNG 4.3.5. Umkugelbedingung und Mehrdeutigkeit der Delaunay-Triangulierung

miissen. Die Zerlegung kann somit aus konvexen Zellen bestehen, die mehr als (n + 1)
Eckpunkte besitzen.

Die minimale konvexe Zellzerlegung kann analog der Delaunay-Triangulation iiber die
Berechnung der konvexen Hiille bestimmt werden.

Die gegebene Punktmenge des R™ wird auf das Paraboloid der Dimension (n + 1)
projiziert. Unter Verwendung eines Hilfspunktes H kann dann mit dem Beneath-Beyond-
Algorithmus aus Abschnitt 3.1.2 die konvexe Zelle der projizierten Punkte berechnet wer-
den. Durch Riickprojektion der sichtbaren Facetten der berechneten konvexen Zelle in die
n-dimensionale Ebene entsteht eine aus konvexen Zellen bestehende Zellzerlegung. Die
Eckpunkte einer konvexen Zelle dieser Zerlegung geniigen der Umkugelbedingung, wobei
man der Argumentation bei der Konstruktion der Delaunay-Triangulation iiber eine Pro-
jektion folgen kann.

° e o °
o o o o
° o o °
o o e o
° o o °
o o o o
° o o °
gegebene Punktmenge Simplizialzerlegung minimale Zellzerlegung

ABBILDUNG 4.3.6. Minimale konvexe Zellzerlegung einer Menge bzgl. einer
gegeben Punktmenge

Minimale konvexe Zellzerlegungen (Abb. 4.3.6 und 4.3.7) sind gekennzeichnet durch
ihre Eindeutigkeit. Sie bestehen im allgemeinen aus konvexen Zellen mit einer unterschied-
lichen Anzahl von Ecken. Ausgehend von einer solchen eindeutigen Zellzerlegung kénnen
weitere Algorithmen angewendet werden. Werden Simplexe (Dreiecke) als Basis der
Zerlegung benotigt kann eine baryzentrische Zerlegung der konvexen Zellen durchgefiihrt
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%

ABBILDUNG 4.3.7. Minimale konvexe Zellzerlegungen im 3

werden.

4.3.3. Baryzentrische Zellzerlegung.
Die baryzentrische Zellzerlegung einer n-dimensionalen konvexen Zelle ist eine aus Simple-
xen bestehende konvexe Zellzerlegung und sogar ein konvexer Zellkomplex. Die Eckpunkte
des konvexen Zellkomplexes sind die Schwerpunkte der n-dimensionalen konvexen Zelle
und aller Unterzellen der konvexen Zelle (Abb. 4.3.8).

ABBILDUNG 4.3.8. Dreidimensionale baryzentrische Zellzerlegung

Im folgenden wird die Generierung der baryzentrischen Zellzerlegung einer konvexen
Zelle betrachtet. Fiir die baryzentrische Zellzerlegung ist die konvexe Zelle eindeutig in
Simplexe zu unterteilen. Eine eindeutige Zerlegung liefert die Beriicksichtigung des Schwer-
punktes einer konvexen Zelle. Der Schwerpunkt einer konvexen Zelle wird iiber ihre k
Eckpunkte p* bestimmt. Der Koordinatenschwerpunkt p° einer Zelle ergibt sich aus:

Cl Z;’::lpg
i =7/

Die Bestimmung der baryzentrischen Zerlegung einer n-dimensionalen konvexen Zelle
kann rekursiv formuliert werden.
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e A "@

Rekursionswurzel Zellteilung  gimplexgenerierung
mit Schwerpunkt 2D

baryzentrische Zerlegung
eines Vierecks

ABBILDUNG 4.3.9. Rekursive Konstruktion der baryzentrischen Zerlegung

Die Simplexe der baryzentrischen Zerlegung einer n-dimensionalen konvexen Zelle wer-
den iiber den Schwerpunkt der Zelle und die Schwerpunkte der Facetten generiert (Abb.
4.3.9). Da diese nicht bekannt sind, muft zunéchst die baryzentrischen Zellzerlegungen
der Facetten und dann wieder deren Facetten bestimmt werden. Um die eingeschlagene
Rekursion beenden zu konnen, ist eine Wurzel festzulegen. Als Wurzel der Rekursion wer-
den die 1-dimensionalen konvexen Zellen gewéhlt, da die 0-dimensionale konvexe Zelle, der
Punkt, die baryzentrische Zerlegung von sich selbst ist. Die baryzentrische Zerlegung einer
1-dimensionalen konvexen Zelle ist die Teilung der Zelle in ihrem Schwerpunkt.

Ausgehend von der Wurzel werden die Rekursionsschritte zuriickverfolgt. Dabei werden
in jedem Rekursionsschritt die entsprechenden baryzentrischen Simplexe aus dem Schwer-
punkt der aktuellen konvexen Zelle und den zuvor berechneten baryzentrischen Simplexen
ihrer Facetten gebildet.

Die baryzentrische Zellzerlegung basiert ausschlieflich auf den Eigenschaften eines li-
nearen Raumes iiber den reellen Zahlen und fiihrt zu einer eindeutigen Zerlegung jeder
beliebigen Zelle in Simplexe (Abb. 4.3.8).
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KAPITEL 5

Interpolation

Bei der klassischen Interpolation steht die Aufgabe im Zentrum, eine "komplizierte"
Funktion y = f(x) durch eine "einfache" Funktion f(x) anzundhern. Dabei wird gefor-

dert, dafs die Werte der Interpolationsfunktion f und die der gegebene Funktion f an
vorgegebenen Punkten iibereinstimmen. Diese Eigenschaft wird Interpolationseigenschaft:
f (") = f(p') genannt. Beim praktischen Einsatz von Interpolationsalgorithmen steht
meist jedoch nicht die Wiedergabe einer bekannten Funktion im Vordergrund, sondern viel-
mehr die Beschreibung von Profilen, Oberflichen oder Verteilungen von uns umgebenden
realen Objekten bzw. deren virtuellen Realisierungen im Rechner. In praktischen Anwen-
dungen steht man vor dem Problem, daft das betrachtete Untersuchungsgebiet zwar eine
stetige Verdnderung (Variation) der Objekt-Eigenschaften besitzt, also die physikalischen
Attribute sich nicht sprunghaft-diskret sondern mit glatten Werte-Ubergingen #ndern,
aber diese Eigenschaften aus Zeit- und Kostengriinden sowie prinzipiellen mefttechnischen
Problemen nur an einigen wenigen Orten erfalt werden konnen. Insbesondere das Auftre-
ten grofer Mengen von Punktdaten im Rahmen von Computeranwendungen, z.B. Daten
aus Digitalisierungen und numerischen Simulationen machen es notwendig, effiziente und
allgemein anwendbare Interpolationsmethoden verfiigbar zu haben.

Im Sinne der Statistik liegt dann nur eine (stets endliche) Stichprobe des Unter-
suchungsgebietes vor, das als Grundgesamtheit an sehr vielen, bei rdumlichen Fragestel-
lungen meist sogar unendlich vielen Orten definiert ist. Man muf also versuchen, mit Hilfe
eines numerischen oder statistischen Modells die stetige Verdnderung der Werte im Raum
nachzubilden.

Wihrend bei der Anniherung gegebener Funktionen bzw. Daten durch Interpolati-
onsfunktionen gefordert wird, dafs die Interpolationfunktion gewisse vorgegebene Stiitz-
stellen bzw. die Ausgabedaten exakt annehmen, steht bei Approximationsverfahren die
Minimierung der Abweichung der Approximationsfunktion von der gegebenen Funktion im
Vordergrund. Auf die Identitit der Funktionswerte an bestimmten Punkten wird dafiir
verzichtet.

Haufig macht es jedoch auch Sinn, Interpolation und Approximation als Einheit zu
betrachten. So kann eine Interpolation als eine spezielle Approximation aufgefalit werden,
bei der die Abweichung soweit minimiert wird, dafs sie gleich Null ist.

Werden Schitzungen von funktionalen Zusammenhéngen auch auferhalb eines Beob-
achtungsgebietes bendtigt, so spricht man von Extrapolationsverfahren. Die Giite solcher
Extrapolationen wird im allgemeinen durch die Bestimmung von Konfidenzbereichen er-

faflit.

89
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Dieses Kapitel soll auf derartige Methoden und Modelle zur rdumlichen Interpolati-
on beschrinkt bleiben. Unabhingig von speziellen fachlichen Fragestellungen, die mit
fachspezifischen Modellen bearbeitet werden miissen (z.B. morphodynamische Modelle,
Niederschlag-Abflufs-Modelle, 6konomische Modelle) besitzt die raumliche Interpolation
eine allgemeine Bedeutung in allen Bereichen des Bauingenieurwesens.

Begonnen wird mit einer kurzen Einfiihrung in die klassischen Interpolationsmetho-
den einfacher Funktionen und Flichen. Hierbei werden prinzipielle Herangehensweisen
erlautert und auf ihre Verallgemeinerbarkeit untersucht. Hierfiir wird ohne Einschréankung
der Allgemeinheit immer ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Elementen eines
Raumes und den reellen Zahlen angenommen. Aufbauend auf der klassischen Interpolati-
on einfacher Funktionen werden dann allgemeine Anforderungen an Interpolationsraume
formuliert. Im Zentrum dieses Kapitels stehen Interpolationsverfahren der kombinatori-
schen Interpolation. Bei dieser geht es darum, eine Menge von isolierten Stiitzstellen so
in Beziehung zu bringen, wie es die zu beschreibende Form notwendig macht. Stammen
die Stiitzstellen z.B. von einer Oberfliche, so ist eine der Flichentopologie entsprechen-
de Interpolationsvorschrift zu erstellen. Typische Vertreter solcher Interpolationsverfahren
sind Interpolationen auf Zellzerlegungen, Finite Element Interpolationen und nicht zuletzt
netzfreie Interpolationsmethoden. Zum Abschlufs dieses Kapitels wird ein Ausblick auf
Interpolationsverfahren unter Einbeziehung einer rdumlichen Statistik gegeben.

5.1. Funktionsinterpolation

Zu jeder gegebenen Funktion f(p) oder diskreten Punktmenge {f(p’)}, die auch Stiitz-
stellen genannt werden, gibt es eine unendliche Menge G von Interpolationsfunktionen, z.B.
die Menge aller reellwertigen Funktionen, die an bestimmten Stellen mit den Datenpunkten
iibereinstimmen. Die Menge G besitzt im allgemeinen sowohl eine unendliche Teilmenge
von "guten" als auch eine unendliche Teilmenge von "schlechten" Interpolationsfunktionen.
Es ergibt sich daher die Frage, nach welchen Kriterien man in G nach "moglichst guten"
Interpolationsfunktionen suchen soll.

Im Rahmen dieses Abschnittes werden Aspekte beleuchtet, die bei der Auswahl von
Interpolationsfunktionen von Bedeutung sind. Die Bewertung der Eigenschaften verschie-
dener Darstellungsfunktionen und die eigentliche Auswahl kann jedoch nur im speziellen
Anwendungsfall vorgenommen werden.

Die Interpolation von Kurven und Flachen aus der speziellen Sicht des Computer
Aided Geometric Design wird sehr ausfiihrlich in [67] dargestellt, und wird im Rahmen
dieses Abschnittes nur angerissen. FEinfiihrungen unter dem Blickwinkel des geometri-
schen Modellierens und der geometrischen Datenverarbeitung sind in [5] und [84] zu finden.

5.1.1. Einfiihrendes Beispiel.
Eine haufig auftretende Fragestellung im Rahmen des Umweltmonitoring ist die Beurtei-
lung von Nitratkonzentrationen in Flielsgewiissern, die unter anderem von der landwirt-
schaftliche Nutzung der Einzugsbereiche abhingt. Hierzu wird entlang eines Fliefgewis-
sers an mehreren Stellen die Konzentration gemessen. Auf der Grundlage dieser wenigen
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Stiitzstellen mit bekannten Mefiwerten (Abb. 5.1.1) soll die in der Realitét vorhandene, aus
finanziellen Griinden aber nicht iiberall (bzw. sehr dicht) mefbare, stetige Verdinderung
des Nitratgehaltes entlang des Fliekgewéssers beschrieben werden.
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ABBILDUNG 5.1.1. Nitratkonzentration entlang eines Fluflaufes

Die einfachste Interpolation zu dieser gegebenen Menge von Stiitzstellen besteht darin,
dall man einen stiickweise konstanten Verlauf der Konzentrations-Werte annimmt (Abb.
5.1.2). Hierbei erfolgt der Wechsel des Konzentrations-Wertes jeweils in der Mitte des
Intervalls, das durch zwei benachbarte Stiitzstellen gebildet wird. Dieser stiickweise-stetige
Verlauf der Konzentrations-Kurve entspricht sicherlich nicht der Realitét.
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ABBILDUNG 5.1.2. Stiickweise konstante Interpolation

Realistischer ist schon die Annahme, daf sich die Nitratkonzentration zwischen den
Mefstellen gleichméfig dndert (Abb. 5.1.3). Man wiirde dann zwischen den Stiitzstellen
jeweils gerade Linien berechnen. Lediglich vor der ersten und nach der letzten Stiitzstelle
muk man eine andere sinnvolle Losung finden (z.B. konstante Nitratkonzentration).

Wird eine linearen Anderung der MeRwerte zwischen den Stiitzstellen verwendet, fiihrt
dies in der Umgebung der Stiitzstellen, infolge der Knickstellen im Funktionsverlauf, zu
relativ starken Anderungen der Werte. Dies entspricht in der Regel nicht den tatsichli-
chen Verhéltnissen, wonach Wertednderungen in der Stiitzstellen-Umgebung nur allméh-
lich erfolgen. Dies fiihrt zu einem kurvenformigen (d.h. mit gekriimmter Linie) Verlauf
der Nitratkonzentrationswerte. Die in der Praxis wichtigste Methode zur Modellierung
solch glatter Kurven ist die Spline-Interpolation (Abb. 5.1.4). Der Begriff spline bezeich-
net im Englischen ein biegsames Kurvenlineal. Hierbei werden zwischen den Stiitzstellen
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ABBILDUNG 5.1.3. Lineare Interpolation

meist sehr einfache Funktionen (Basis-Splines, z.B. lineare, quadratische oder kubische
Polynome) benutzt und an den Nahtstellen durch Glattungsbedingungen (Stetigkeit der
Ableitungen hoherer Ordnung) so aneinandergesetzt, daf die Gesamtkriimmung minimal
wird. Besonders einfach sind die Spline-Modelle fiir dquidistante Stiitzstellen. Auf die
Darstellung mathematischer Details wird im Rahmen dieser Arbeit verzichtet.
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ABBILDUNG 5.1.4. Polynom-Interpolation

Wenn allerdings in Betracht gezogen werden mufl, daf bei der Erfassung der Konzentra-
tionen auch Mef- und Ubertragungsfehler auftreten konnen, so ist eine exakte Interpolation
mit Hilfe numerischer Methoden héaufig nicht sinnvoll. Es wird vielmehr der Versuch un-
ternommen, mit Hilfe statistischer Methoden eine Problemlosung zu finden, bei der eine
Unterscheidung zwischen der systematischen Verdnderung der Mefwerte (deterministische
Komponente) und der zufilligen Fehler-Variation (stochastische Komponente) getroffen
werden kann. Dafiir wird in Kauf genommen, dafs an den Stiitzstellen die Mefswerte nur
naherungsweise wiedergegeben werden. Derartige Modelle nennt man Approximations-
Modelle (Abb. 5.1.5).

Die hier dargestellte strenge Trennung zwischen der Approximation und Interpolation
wird in der Praxis haufig nicht vollzogen, vielmehr wird im Rahmen von geographischen
Systemen der Sammelbegriff der raumlichen Interpolation verwendet.
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ABBILDUNG 5.1.5. Bezier-Approximation

5.1.2. Funktionen-Riume.

Fiir konkrete Interpolationsaufgaben gibt es vielfiltige Losungsmethoden, die im wesent-
lichen durch das betrachtete Anwendungsfeld gekennzeichnet sind. Zum Verstindnis der
Vorgehensweise bei Interpolationen auch in héheren Dimensionen bzw. in abstrakten Zu-
sammenhéngen ist es hilfreich, sich zunéchst die Verhéltnisse fiir ein Intervall [a, b] genauer
anzusehen. Bezeichnet man die Menge aller reellwertigen stetigen Funktionen auf dem In-
tervall [a, b] mit C|a, b], so kann auf natiirliche Weise eine Addition und Multiplikation auf
Cla, b] definiert werden:

(af + Bg)(t) == af(t) + By(t) Vt € [a,b], o, B € R, f,g € Cla,b].

Mittels dieser Definition wird C'a, b] zu einem linearen Raum iiber den reellen Zahlen (Def.
2.5.2). Dasselbe gilt fiir die Menge C*|[a, b] aller k-mal stetig differenzierbaren reellwertigen
Funktionen iiber [a, b]. Zusétzlich gilt fiir jedes k, dak C**1 ein Unterraum von C* ist. Nun
konnen alle Eigenschaften linearer Rdume ausgenutzt werden, um einfache Darstellungen
fiir Interpolationen zu erhalten.

Ein sehr wichtiger Unterraum des Cla, b] ist der Raum aller Polynome P" mit dem
Grad n:

p"(t) = ag + art + agt® + ... + a,t" Vt € [a,b].

Die Dimension von P™ fiir festes n ist n + 1, oder anders ausgedriickt, jedes p" € P" ist
durch seine n + 1 Koeffizienten (Koordinaten) ag, ay, ..a,, eindeutig bestimmt. Die Koordi-
naten konnen als Vektor im (n+1)-dimensionalen Raum R"*! aufgefakt werden. Es ist auch
moglich, eine Basis fiir P™ anzugeben: die Monome 1,¢,#2,..,#" sind linear unabhingige
Funktionen und bilden deshalb eine Basis. Aus mathematischer Sicht spielen Polynome im
Rahmen der Interpolations- und Approximationstheorie eine grofe Rolle. Dies ist im Satz
von Weierstraf begriindet, nach dem es zu jeder geforderten Genauigkeit (im Sinne der
Maximalabweichung) ein Polynom gibt, das dieser Anforderung geniigt, vorausgesetzt, die
zu approximierende Funktion ist auf [a, b] definiert. Obwohl diese Aussage mathematisch
korrekt ist, darf man jedoch nicht annehmen, damit alle praktischen Probleme 16sen zu
konnen. In vielen Féllen, etwa bei stark oszillierendem Verhalten oder "uneinheitlichem"
Funktionsverlauf (mit sehr glatten Abschnitten und Stellen mit extrem starker Kriimmung,
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z.B. "Spitzen" oder "Ecken") kann ein dem Weierstrafsschen Satz entsprechendes Approxi-
mationspolynom - auch bei einer bescheidenen Genauigkeitsforderung - unter Umstidnden
einen extrem hohen Polynomgrad besitzen.

Aus den genannten Griinden erweist es sich oft als ungiinstig, die Interpolationsaufgabe
mit einem Polynom eines hohen Grades auf dem gesamten Intervall [a, b] zu 16sen.

Eine andere interessante Klasse von Unterrdumen des Cfa, b] ist durch die stiickweise
linearen Funktionen gegeben. Sei eine Unterteilung des Intervalls [a, b] in der Form a = ¢, <
t; < .. < t, = bgegeben, dann wird eine Funktion, die auf jedem Teilintervall [¢;, ¢; 1] linear
ist, stiickweise lineare Funktion genannt. Die stiickweise linearen Funktionen iiber
einer festen Unterteilung des Intervalls [a, b] bilden einen linearen Funktionenraum. Eine
Basis fiir diesen Funktionen-Raum wird durch die sogenannten Dachfunktionen gegeben.
Eine Dachfunktion H;(t) ist eine stiickweise lineare Funktion, welche den Bedingungen
H;(t;) = 1 und H;(t;) = 0 falls ¢ # j geniigt. Eine beliebige stiickweise lineare Funktion
f(t) kann immer als

dargestellt werden (Abb. 5.1.6).

3 L f=005+%H +3*H +2+H
1 2 3
2 4
H H,
1 4

ABBILDUNG 5.1.6. Dachfunktionen und eine stiickweise lineare Funktion

Der lineare Raum der Polynome und der lineare Raum der stiickweise linearen Funktionen
sind zwei wichtige Vertreter von Funktionen-Riumen, die fiir Interpolationen verwendet
werden. Sie sind auf der anderen Seite aber auch typische Vertreter fiir Klassen von
Interpolationsmethoden, die durch ihre Lokalitdtseigenschaft gebildet werden.

Von einer globalen Methode wird gesprochen, wenn der Interpolant von allen Daten-
punkten abhingt. Bei solchen Methoden erfordern Anderungen, Hinzu- oder Wegnahme
eines ausgezeichneten Punktes, ein erneutes Losen des gesamten Problems. Exemplarisch
fiir diese Herangehensweise ist die Verwendung einer einheitlich definierte Funktion (z.B.
ein Polynom) fiir das ganze Gebiet.
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Bei lokalen Methoden kommt es bei Anderung an Datenpunkten nur zu lokalen Aus-
wirkungen, d.h. nur in bestimmten Bereichen miissen die Interpolanten neu bestimmt
werden. Eine solche Interpolation kann durch eine stiickweise Definition (z.B. eine stiick-
weise aus mehreren Polynomen zusammengesetzte Funktion, wie etwa ein interpolierender
Polygonzug, der aus linearen Funktionen zusammengesetzt ist) im betrachteten Gebiet
realisiert werden.

5.1.3. Interpolation mit Monomen.
Bei dieser Interpolation liegen Monome als Basisfunktionen zugrunde. Fiir (n + 1) paarwei-
se verschiedene Parameterwerte p’ und zugehorige Funktionswerte f (p*) wird ein Polynom
der Form

(5.1.1) Fo) =>4

gesucht mit

(5.1.2) F)=r@).
Zu einer Losung des Interpolationsproblems gelangt man durch das Einsetzen von Glei-
chung 5.1.2 in Gleichung 5.1.1, was zu folgendem linearen Gleichungssystem fiihrt:

FO) =30 A 509).

Dieses Gleichungssystem ist eindeutig losbar, falls die Stiitzstellen paarweise ungleich
sind. Wird eine neue Stiitzstelle hinzugefiigt, mufs das gesamte Gleichungssystem neu
gelost werden.

5.1.4. Interpolation mit Lagrange-Polynomen.
Als neue Basisfunktionen werden sogenannte Lagrange-Polynome verwendet. Die neuen
Basisfunktionen L; sollen folgende Eigenschaften haben:

e Ordnung n,
e abhéngig von z,
e fiir x = p’ soll das i-te Polynom den Wert 1 annehmen.

Die Lagrange-Polynome kénnen wie folgt aufgebaut werden

Ly(v) = H @=p)

joie PF =P

Die Losung des Interpolationsproblems lautet dann
fla) =) Li@)f (),
§=0

wobei f(p’) die gegebenen Stiitzstellen des Interpolationsproblems sind.
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Auch diese Losung des Interpolationsproblems hat den Nachteil, daf bei jeder neu
hinzugefiigten Stiitzstelle alle Basisfunktionen neu berechnet werden miissen. Dieser
Nachteil kann iiber die Newton-Interpolation ausgerdumt werden.

5.1.5. Interpolation mit Newton-Polynomen.
Als Newton-Polynome n(x) werden

ni(z) :== (x — po)(x —p') .. (x — p )

mit
no(z) =1
eingefiihrt (Abb. 5.1.7).
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ABBILDUNG 5.1.7. Newton-Polynome

Mit den Newton-Polynomen lautet die Losung des Interpolationsproblems dann
n
fla) =Y ni(x)e;,
§=0

wobei die Koeffizienten ¢; durch rekursives Einsetzen berechnet werden konnen:

o = [
o = f(p') —
1 pl—p0

G = TFi(Pi)
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mit
mo(z) = [f(x)

mio1(x) — mioa(p')

x—pt .

5.1.6. Weitere Interpolationen fiir Kurven.

Mit den vorgestellten klassischen Interpolationsverfahren sind noch lingst nicht alle mog-
lichen Interpolationen von Funktionen und Kurven ausgeschopft. Bezieht man neben den
eigentlichen Werten an den Stiitzstellen beispielsweise gewiinschte oder bekannte Ablei-
tungen der zu interpolierenden Funktion ein, kommt man zur grofen Klasse der hermiten
Interpolations-Verfahren. Eine weiter zu nennende Interpolation ist die rationale Inter-
polation. Die Basis dieses Interpolationsraumes bilden nicht Polynome, sondern rationale
Funktionen (Briiche von Polynomen). Die Anwendung dieser rationalen Interpolation neigt
nicht zur Welligkeit der Polynom-Interpolation.

Im folgenden Abschnitt werden, ausgehend von den Interpolationsverfahren fiir einfache
Funktionen, allgemeine Eigenschaften von Interpolationsrdumen formuliert.

71'1(55') =

5.2. Interpolationsriume

Eine der fundamentalen Entscheidungen bei der Wahl einer Klasse von Modellfunktionen
(Interpolationsfunktion)

Gy :={g(x;c1,09, .., cn):c1, o, en €ER, g: BCR" —» R}
betrifft ihre Linearitdt. Dabei muf sorgfiltig auseinandergehalten werden zwischen:

1. der Linearitit/Nichtlinearitét beziiglich der unabhéngigen Variablen z und
2. der Linearitét/Nichtlinearitiat beziiglich der Parameter ¢q, ¢, .., cy .

Linearitat beziiglich der unabhdngigen Variablen.

Die meisten Vorginge und Zusammenhdnge der realen Welt sind nichtlinear. Dennoch
besitzen Modelle, die linear in z sind, in vielen praktisch relevanten Fallen eine zufrieden-
stellende, manchmal sogar sehr hohe Aussagekraft. Viele mathematischen Untersuchungs-
und Losungsmethoden (analytische und numerische) sind besser und manchmal sogar aus-
schliefslich fiir lineare Problemstellungen geeignet. Dieser Umstand fiihrt zur Anwendung
linearer Modelle sogar in jenen Fillen, wo es ernsthafte Griinde fiir die Annahme gibt, dafs
sich die reale Abhéngigkeit wesentlich von einer linearen unterscheidet.

Die Fehler, die durch das Ersetzen einer nichtlinearen Abhéngigkeit durch eine lineare
gemacht werden, konnen quantitativer oder qualitativer Art sein. Im ersten Fall beschreibt
die Losung der mathematischen Aufgabe die Eigenschaften des realen Vorganges im groften
und ganzen richtig, obwohl es konkrete numerische Ergebnisse gibt, die vor den wahren
Werten stark abweichen. Im zweiten Fall werden einige in Wirklichkeit beobachtbare
Effekte durch das lineare Modell iiberhaupt nicht wiedergegeben. Solche Effekte nennt
man "wesentlich nichtlinear". Fiir ihre Wiedergabe sind lineare Modelle ungeeignet.
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Typische Beispiele fiir wesentlich nichtlineare Effekte sind Séttigungserscheinungen,
Verzweigungen, Chaos etc. In solchen Féllen miissen nichtlineare Modelle verwendet
werden.

Linearitdt beziiglich der Parameter.
Ob man von einer linearen oder nichtlinearen Interpolationsmethode spricht, héngt nicht
von der Art der Abhéngigkeit der Funktion g von ihrer unabhingigen Variablen x, sondern
von der Art der Abhingigkeit der Interpolationsfunktion g von ihren Parametern ¢ :=
(c1, ¢, .., cy) € RN ab.

Eine Interpolationsfunktion ¢ nennt man linear, wenn sie additiv und homogen beziig-
lich ihrer Parameter ist, also folgende Eigenschafen besitzt:

L g(z;b4+c¢)=g(z;0) +g(z;¢), (Additivitat)
2. g(r;a-¢)=a-g(x;c) . (Homogenitét)

So fiihrt z.B. die Verwendung von Polynomen
Pal@; co, €1y oy €4) = Co+ 1T + . + qz”

als Modellfunktionen in diesem Sinn auf ein lineares Interpolationsproblem.
Lineare Interpolationsfunktionen kénnen stets als Linearkombinationen von festen, ge-
gebenen (linear unabhéngigen) Basisfunktionen

gi: BCR" >R, i=1,2, .., N

dargestellt werden:

N
9= Z Cigi-
i=1

Beispiele sind Polynome bzw. trigonometrische Polynome.

Allgemeine Eigenschaften von Interpolationsrdumen.
Eine Vielzahl von Interpolationsrdumen sind so konstruiert, daf ihnen eine einfache Struk-
tur zugrunde liegt. Es ist deshalb auch nicht verwunderlich, daf sehr viele Interpolations-
raume lineare Raume iiber dem Korper der reellen Zahlen sind (Abschn. 2.5). Thnen allen
gemein ist die folgende Eigenschaft an die Basisfunktionen:

o oi(xj) =0i; = fl(z;) = fi, (Interpolationseigenschaft).

Weitere Anforderungen an die Basisfunktionen fiithren zu giinstigen Eigenschaften des In-
terpolationsraumes:

e ¢i(r) € C°, (Stetigkeit)
e ¢;(x) >0, (Positivitétseigenschaft)
e > oi(z) =1 (Zerlegung der Einheit).
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Eine weitere niitzliche Eigenschaft ist, wenn der Interpolationsraum eine Interpolation der
Koordinaten des zugrundeliegenden Raumes zuléft, falls dieser selbst ein linearer Vektor-
raum ist. Fiir die Ebene bedeutet diese Forderung das gilt:

Y i di(r,y) =xund Y ;- di(z,y) =y,

In den folgenden Abschnitten werden Interpolationsverfahren fiir funktionale Zusam-
menhénge mehrerer Variablen vorgestellt. Hierbei werden die wesentlichen Eigenschaften
in der Ebene erldutert. Sie gelten, wenn nicht anders festgelegt, auch fiir h6herdimensionale
Raume.

5.3. Bereichsweise konstante Interpolation

Wie schon im eindimensionalen Fall der Interpolation von Funktionen zu erkennen war,
gibt es eine Vielzahl von Interpolationsverfahren. Alle beruhen dabei auf der Annahme,
dak es zwischen Daten rdumliche Zusammenhénge gibt. Umgangssprachlich bedeutet dies,
daf nahe beieinanderliegende Werte einen grofteren Zusammenhang besitzen als weit ent-
fernte. Die im weiteren vorgestellten Interpolationsverfahren werden so formuliert, daf sie
weitestgehend allgemeingiiltig sind, sowohl was die Dimension des betrachteten Raumes
als auch dessen Eigenschaften betrifft. Um einen visuellen Eindruck zu erhalten, wird eine
Testkonfiguration in der Ebene herangezogen (Abb. 5.3.1).
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*3,000
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ABBILDUNG 5.3.1. Bereichsweise konstante Interpolation

In der zuerst vorgestellten Methode wird der Beobachtungsvariablen an einem nicht
beobachteten Ort der Wert des néchstgelegene Datenpunktes zugeordnet. Diese bereichs-
weise konstante Interpolation wird im ebenen Fall auch als Polygon-Methode bezeichnet.
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Dabei impliziert das Attribut nichstgelegen schon, dak diese Methode einzig eine Ab-
standsfunktion bzw. einen metrischen Raum als Grundlage des Algorithmus bendétigt.
Das Untersuchungsgebiet wird bei dieser Interpolationsmethode in Bereiche zerlegt, beste-
hend aus allen Punkten, die dem jeweiligen Datenpunkt am néchsten liegen. Basis dieser
Interpolation sind demzufolge die in Abschn.2.4.1 definierten Voronoi-Zerlegungen des Pa-
rameterraumes. Innerhalb dieser Voronoi-Regionen ist der Funktionswert der Interpolation
konstant. In der Ebene entsteht eine sogenannte dreidimensionale Treppenfunktion. Die
an den Ubergingen zwischen den Regionen entstehenden Spriinge in der Interpolations-
funktion sind oft unerwiinscht, da sie im allgemeinen nicht dem natiirlichen Verhalten
entsprechen.

Verwendet man als Grundlage der Interpolation die zur Voronoi-Zerlegungen duale
Struktur, ndmlich die Delaunay-Zerlegung, so erhilt man eine Ausprigung der Finiten
Element Interpolation.

5.4. Finite Element Interpolation

Verwendet man die Delaunay-Triangulation als Basis fiir eine Interpolationsvorschrift,
so kann im einfachsten Fall die Werteoberfliche durch das Aufspannen von Ebenen iiber
den Dreiecken und den vorgegebenen Werten der Triangulation geschitzt werden. Durch
die drei Knoten und den zugehorigen Stiitzwerten eines jeden Dreiecks wird eine Ebene
gelegt. Diese Ebenen bilden zusammen die zu schitzende Werteoberfliche (Abb. 5.4.1).
Im Gegensatz zur Polygon-Methode wird durch die Triangulation eine stetige funktionale
Oberfliche erzeugt. Dies kommt in vielen Féllen den realen Vorgéngen sehr nahe. Die
hier dargestellte Interpolation auf Dreiecken in der Ebene ist ein Spezialfall der Finiten
Element Interpolation.

Die Finite Element Methode ist eine systematische und sehr allgemein anwendbare
Interpolationsmethode. Der Interpolationsprozefs ist weitestgehend unabhéngig von der
Geometrie des betrachteten Gebietes. In Erweiterung der Finiten Element Interpolation ist
es auch moglich, unbekannte Losungen von Randwertaufgaben durch eine Finite Element
Approximation anzunihern.

Die Finite Element Interpolation kann als ein dreistufiger Prozefs aufgefaltt werden.
In einem ersten Schritt wird der Vertrauensbereich, der durch die gegebenen Punkte p’
definiert ist, bestimmt und eine Zerlegung des Inneren dieses Gebietes in kleine Bereiche
vorgenommen. In einem zweiten Schritt werden, falls notwendig, Ableitungsdaten der
zu interpolierenden Funktion abgeschétzt. Im dritten Schritt erfolgt dann die eigentliche
Finite Element Interpolation.

5.4.1. Finite Element Zerlegung.
Ein grundlegendes Merkmal der Methode der Finiten Elemente ist es, dak das zu untersu-
chende Gebiet in geeignete Teilgebiete zerlegt wird, die man Finite Elemente nennt. Die
Dimension und Gestalt der Finiten Elemente hingt von der Dimension des Parameter-
raumes und der zu interpolierenden Funktion ab. In einem ersten Schritt mufs zu einer
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ABBILDUNG 5.4.1. Interpolation auf Dreiecken

gegebenen Punktmenge {p'} der Vertrauensbereich festgelegt werden. Der einfachste Al-
gorithmus hierfiir ist die Bestimmung der konvexen Hiille der gegebenen Punkte. Wird im
weiteren als zugrundeliegendes Gebiet die konvexe Hiille und deren Triangulation betrach-
tet, so wird von einer uneingeschrinkten Triangulation gesprochen. Ist eine Begrenzung
der gegebenen Punktmenge auf Grund zusétzlicher Informationen schon vorhanden, so ist
es hiufig wiinschenswert diese Begrenzung bei der Gebietszerlegung zu beriicksichtigen.
Solche Gebiete miissen nicht konvex sein und kénnen Locher enthalten. Triangulierungen,
die diese Gebietseigenschaften erhalten, werden eingeschriankte Triangulationen genannt.
Die Methode der Finiten Elemente ist aber nicht auf Dreieckszerlegungen beschrinkt.

Werden allgemeine Finite Element Interpolationen betrachtet, so wird grundsitzlich
von einem zuldssigem Gebiet {2 ausgegangen. Das bedeutet, dak das Gebiet regulir beran-
det sein mufs.

DEFINITION 5.4.1. Ein beschriinktes Gebiet 2 C R" hat einen reguliiren Rand (ge-

niigt der LIPSCHITZ-Bedingung), falls M Koordinatensysteme Sy, .., Sy, Funktionen
g1, -, gy und Zahlen a, b >0 existieren mit:
1. g; sind in Qv 1 = {y:=(y1, ...ynv-1) : |vil <a,i=1,...N —1} LIPSCHITZ-
stetig,
2. Vx € 0023 mit (1 < i < M) und in S; hat x die Darstellung (y, ¢;(y)) mit y € Qn_1
und

3. in jedem Koordinatensystem S; gilt :
(y,yn) € Qfiiry € Qv : gi(y) < yn < gi(y) + b und
(yyn) € Qfiiry € Q1 2 gi(y) —b < yv < gily) -
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Fiir die Ebene heiftt dies, daf man jeden Randpunkt (z, y) des Gebietes so in den Ursprung
(0,0) bewegen kann (durch Verschiebung und Drehung), daf der verschobene Rand in der
Umgebung des Ursprungs durch einen funktionalen Zusammenhang beschrieben werden
kann. In der Umgebung von (0,0) kann der Rand durch y = f(z) mit |z| < R beschrieben
werden und fiir das verschobene Gebiet gilt: |z| < R, f(x) < y < 2LR. Hierbei geniigt die
Funktion f(z) der LipscHITZ-Bedingung

|f(21) = f(22)| < Lz — 32

Eine Finite Element Zerlegung cines abgeschlossenen Gebietes Q C RV ist eine
Zerlegung © C RY im topologischen Sinne (Def. 4.0.1), wobei die verwendeten abgeschlos-
senen beschriinkten Unterbereichen O, von Q Finite Elemente genannt werden. Die
Bereiche Q, geniigen den folgendne Bedingungen:

e jedes Q. ist der Abschluf einer offenen Region ,: Q, = Q. U0, fire=1,2, ..., F
e die offenen Regionen ), sind paarweise disjunkt: Q. N Q; = Ofiir e # f und
~ B o—

o ()= Ue:l Qe'

Mit 0€2, wird der Rand von €2, bezeichnet. Die Region 2 wird als Zusammenhangsmo-
dell von Q bezeichnet.

Es sei darauf hingewiesen, dafs an dieser Stelle nur eine kompakte Teilmenge im Rahmen
einer Zerlegung als Finites Element bezeichnet wird. Im weiteren wird sich zeigen, daf bei
der Nutzung von Interpolationen und Approximationen auf solchen Zerlegungen der Begriff
des Finiten Elementes erweitert und in diesem erweiterten Sinne dann auch gebraucht wird.
Im Rahmen von praktischen Anwendungen werden héufig konvexe Zellen bzw. konvexe
Polyeder als Finite Elemente verwendet. Die Beschreibung der Finiten Element Zerlegung
erfolgt dann durch einen euklidischen Komplex (Def. 3.3.1).

5.4.2. Lokale und globale Finite Element Interpolation.

Im folgenden soll eine Erweiterung der Definition eines Finiten Elementes als Basis fiir
Interpolationen und Approximationen durchgefithrt werden. Dabei besteht die prinzipielle
Idee darin, eine Funktion, die im allgemeinen aus einem Raum mit unendlicher Dimension
stammt, durch eine Funktion aus einem endlich-dimensionalen Unterraum anzundhern.
Konstruktionen solcher Rdume konnen auf verschiedene Art und Weise vor sich gehen.
Bei der Finiten Element Methode erfolgt die Konstruktion solcher endlich-dimensionalen
Unterrdume {iiber die Festlegung von endlich-dimensionalen Funktionenrdumen auf den
Elementen der Zerlegung. Dabei ist zu beachten, daf die Basisfunktionen einfach sind und
das diese so zusammenpassen, daf insgesamt eine stetige Funktion im gesamten Gebiet
entsteht.

DEFINITION 5.4.2. Unter einem Finiten Element versteht man das Tupel (K, ¥, ¥).
Dabei ist

e K eine kompakten Menge eines normierten Raumes (vorzugsweise des ") (eine
kompakte Menge ist abgeschlossen und beschrinkt). Sie beschreibt ein bestimmtes
Gebiet des normierten Raumes und kann eine beliebige Gestalt haben.
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e VU ein linearer Raum von Interpolationsfunktionen, die auf der kompakten Menge K
definiert sind. Und ¥ C C*(K).
U (K) habe eine kanonischen Basis {1 .. 1s}.

e Y eine Freiheitsgradmenge, ¥ = {p; : 1 =1..S},
eine endliche Menge von linearen Funktionalen ¢, .., ¢y aus (C*(K))*, die ¥-
unisolvent sind.

Mit Hilfe dieser Definiton kann man ein Finites Element zur Interpolation vollstindig und
allgemein beschreiben. Als néchstes werden spezielle kompakte Mengen im euklidischen
Raum R" betrachtet, die einfach erzeugt werden kénnen.

Hiufig wird ¥(K) auch als Raum der Ansatzfunktionen bezeichnet. Die Funk-
tionen dieses s-dimensionalen Raumes von Interpolationsfunktionen miissen den folgenden
Eigenschaften geniigen:

1. ¢;(z) = 0 fiir alle x ¢ K,

2. ¢, € C*(K).

Unter der Freiheitsgradmenge wird bei praktischen Anwendungen hiufig die Menge der
Werte der Funktionen an den Knoten bzw. die Ableitungen der Funktionen an den Knoten
verstanden.

Die (lokale) P-Interpolierende einer Funktion v € C¥(K) beziiglich eines endlichen
Elements (K, ¥, ) ist die wie folgt definierte Funktion:

HK’U = Z(pl(’l}) . wz
=1

und besitzt folgende Eigenschaften:
1. TIgv € ¥(K),
2. i (Igv) = pi(v),
3. gy = 4 fiir alle ¢ € U(K).
Bemerkung:
Zwei Finite Elemente (K, P) und L, Q) sind genau dann gleich, wenn gilt:
K =1L,
P =@ und
[Tiv = ;v fiir alle v.
Typische Vertreter kompakter Triagerelemente der Finiten Elemente sind Finite
Simplexe und Rechteckelemente.

5.4.3. Finite Element Familien.
Die Interpolationsfunktionen der Finiten Elemente werden durch ihre Form und ihre Appro-
ximationsordnung charakterisiert. Im allgemeinen hangt die Wahl eines Finiten Elementes
von der Geometrie des globalen Gebietes, der gewiinschten Qualitdt der Interpolation und
in Weiterfithrung zur Finiten Element Approximation auch von der einfachen Integration
iiber das Gebiet ab. Bei der Wahl der geometrischen Formen fiir Finite Elemente wird auf
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moglichst einfache Gebilde zuriickgegriffen. Typische Elementformen sind die gerade Linie
als eindimensionales Element, das Dreieck, Rechteck und Quadrat in der Ebene und das
Tetraeder, das regelméfige und unregelméifige Hexaeder im Raum. Die geometrischen For-
men der Finiten Elemente bilden eine Klassifizierung auf die im weiteren noch eingegangen
wird.

Im allgemeinen sind die Interpolationsfunktionen Polynome unterschiedlichen Grades.
Haufig kommen aber auch Produkte von Polynomen mit trigonometrischen Funktionen
oder Exponentialfunktionen zum Einsatz. Werden Polynome verwendet, kann die lineare
Variation einer Variablen innerhalb eines Elementes durch die Werte an den Eckknoten
ausgedriickt werden. Hohere Ordnungen der Interpolation erreicht man zum einen durch
das Hinzufiigen weiterer Punkte auf den Kanten und im Inneren der Elemente, was zur
Klasse der Lagrangeschen Elemente fiihrt. Wird die Stetigkeit der Ableitung der
Interpolationsfunktion an den Knoten gewiinscht, ist es zweckmafig, diese Stetigkeit mit
Hilfe hermitescher Polynome zu sichern. Die zugehorige Elementfamilie wird Hermite
Elementfamilie genannt. Im weiteren wird der geometrischen Klassifikation gefolgt und
es werden nur deren Lagrangesche Elemente betrachtet.

5.4.3.1. Finite Simplex-Elemente.

Wie in den Kapiteln zur Theorie konvexer Zellen bemerkt wurde, bilden die Simplexe
die einfachsten konvexen Polyeder. Es ist zu erwarten, dafs eine Interpolation auf ihrer
Grundlage recht einfach zu beschreiben ist. Es wird sich herausstellen, daf bei besonders
giinstiger Wahl eines Koordinatensystems - den sogenannten baryzentrischen Koordinaten
- eine geometrieunabhingige Formulierung besonders einfach ist.

Auf Grund der Einfachheit von Simplexen, als in einem gewissen Sinne kleinste konvexe
Polyeder, bilden sie eine geeignete Grundlage fiir eine Vielzahl von Interpolationsalgorith-
men. Die einfachsten Ansatzfunktionen, die in Zusammenhang mit Simplexen zur Anwen-
dung kommen, sind Polynome verschiedenen Grades. Unter ausschlieklicher Verwendung
von Informationen (Grofen) an den Ecken kann schon eine lineare Variation einer Varia-
blen innerhalb eines Simplexes ausgedriickt werden. Fiir h6herwertige Variationen miissen
zusitzliche Stiitzstelle innerhalb bzw. auf dem Rand des Simplexes hinzugefiigt werden.

ABBILDUNG 5.4.2. Lineare Ansatzfunktionen fiir ein 1D-Simplex

Die Beschreibung Finiter Simplex-Elemente erfolgt im allgemeinen auf der Basis der
baryzentrischen Koordinaten (Def. 3.1.6) \;. Der Raum der Interpolationsfunktionen wird
im allgemeinen iiber die Definition einer Basis spezifiziert. Im Zusammenhang mit der
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Finiten Element-Methode werden die Basisfunktionen hiufig auch als Ansatzfunktionen
bezeichnet.

Im 1-dimensionalen Fall konnen die baryzentrischen Koordinaten als Lingenverhéltnis-
se interpretiert werden. Die Formulierung linearer (Abb. 5.4.2), quadratischer (Abb. 5.4.3)
und hoherer Ansatzfunktionen ist mit baryzentrischen Koordinaten formal unabhéngig von
der Linge und Lage der Strecke.

1 3 2 1 3 2
Y1 =224 - 1) Yo =12, - 1)
1
1 3 2
Y3 = Mk,

ABBILDUNG 5.4.3. Quadratische Ansatzfunktionen fiir ein 1D-Simplex

In der Ebene bilden Dreiecke die geometrische Basis der Finiten Simplex-Elemente.
Auch hier erfolgt die Unterscheidung in verschieden Typen nach dem Grad der Polynome,
die zur Interpolation herangezogen werden.

Dreieck-Elemente vom Typ 1 werden auch COURANT-Dreiecke genannt und ermdogli-
chen im Dreieck eine lineare Interpolation. Die Ansatzfunktionen entsprechen beim Typ
den baryzentrischen Koordinaten:

1= A1, Yo = Ay, 3= A,

Dreieck-Elemente vom Typ 2 ermoglichen eine quadratische Interpolation im Dreick.
Sind p’ mit ¢ = 1, 2, 3 die Eckknoten des Dreiecks, so werden weitere Punkte auf den Seiten
des Dreiecks:

p? = (0 1)

DO | =

in die Interpolation mit einbezogen. Die Ansatzfunktionen haben dann folgende Form:

1/)2' - )\2(2)\1_1)7 i:172737
wij = 4)\1')\]'; 1,7 =1,2,3, 1 <.

Dreieck-Elemente vom Typ 3 sind gekennzeichnet durch die Verwendung von Polyno-
men dritten Grades. Die 10 Freiheitsgrade befinden sich an den Ecken, auf je einem Drittel
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der Seiten und im Schwerpunkt des Dreiecks:

P 1=1,2,3,
2 1 .
g . 2o - . .
pro= P e 1A
1
B = 5 (p1 42 +p3).
Die 10 Ansatzfunktionen haben dann folgende Gestalt:
1
9
’17[}123 = 27 )\1)\2)\3.

Die Konstruktion von Finiten Simplex-Elementen in hoheren Dimensionen erfolgt auf
analoge Weise (Abb. 5.4.4).

Ly L

Knotenpunkte be| linearen Knotenpunkte be| quadratischen
Approximationsfunktionen Approximationsfunktionen

3

2
Knotenpunkte bei kubischen
Approximationsfunktionen

ABBILDUNG 5.4.4. Unterschiedliche Anséatze fiir Tetraeder

Der Grad der Polynome ist theoretisch nicht beschrinkt, praktisch werden jedoch nur
Ansitze bis zur Ordnung 3 eingesetzt. Mit Hilfe dieser Ansatzfunktionen kénnen die Zu-
standsgrofsen im Element iiber die Zustandsgrofen an den ausgezeichneten Knoten ange-
nahert werden. Die Beziehung zwischen den Werten der Zustandsgrofen an den ausge-
zeichneten Punkten und den Zustandsgrofen an beliebigen Punkten im Element lautet:

U:ZT/)i'Ul

Der Index ¢ steht hier als Synonym fiir den Index der Ansatzfunktionenen bzw. der
Freiheitsgrade.
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5.4.3.2. Finite Viereck-Elemente.
Ist das betrachtete Gebiet rechteckig, dann ist es giinstig, statt der Dreieck-Elemente
Rechteck-Elemente zu verwenden. Man betrachtet ein Gebiet mit einem rechteckigen Netz.
Im Gegensatz zu Simplex-Elementen werden bei der Formulierung der Ansatzfunktionen
fiir Rechteckelemente kartesische normierte Koordinaten verwendet. Werden allgemeine
Vierecke betrachtet, so lassen sich diese mit Hilfe der Transformation

p&n) =p" +£0° —p") + 0l —p") + & +p" —p* —p?)

auf das Einheitsquadrat abbilden.

Die Ansatzfunktionen der Rechteck-Elemente vom Typ 1 sind gekennzeichnet durch ihre
Linearitit in den Variablen z und y. Die Freiheitsgrade sind die Werte an den Eckpunkten.
Die Ansatzfunktionen sind

nEn) = 0-90-0),

W) = {0+,
W(6n) = {0+O1+n),
W) = -1+,

Rechteckelemte werden im allgemeinen nur bis zur Ordnung 3 eingesetzt. Eine Ubertragung
auf den Wiirfel mit bilinearen Interpolationen ist einfach zu realisieren.

5.5. Interpolation auf Zellzerlegungen

Im Abschnitt 5.4 Finite Element Interpolationen sind schon zwei Arten von Zellen
naher betrachtet worden, nédmlich die Simplexe (Dreiecke) und rechteckige Elemente. In
Erweiterung der Methode der Finiten Elemente soll in diesem Abschnitt untersucht wer-
den, inwieweit auch andere Zellen und Zellzerlegungen als Grundlage einer Interpolation
dienen kdnnen.

5.5.1. Grenzmethode.

Die einfachste Methode, um auf Zellzerlegungen zu einer Aussage zu gelangen, ist die
Annahme der gebietsweisen Konstanz der zu interpolierenden Gréfse. Zum einen findet
diese Methode ihre Begriindung in Treppenfunktionen zur Beschreibung einfacher Funk-
tionen und zum anderen ist diese Methode eine der ersten bei der Erstellung von Boden-
und geologischen Karten gewesen, wo duftere Landschaftsmerkmale zu einer Zerlegung der
zu beschreibenden Fliche fiihrten. Ein typischer Vertreter dieser Methode ist der Edge-
Seeking-Algorithmus, welcher z.B. fiir die Satellitenbildanalyse genutzt wird. Die Anwen-
dung einer solchen Interpolation auf bathymetrische bzw. topographische Daten fiihrt zu
einem gestuften Landschaftsmodell (Abb. 5.5.1).
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ABBILDUNG 5.5.1. Gestuftes Landschaftsmodell

Liegen keine expliziten Merkmale vor, die zu einer Zerlegung des Raumes fiihren,
so kann unter Einbeziehung einer Abstandsfunktion eine Gebiets-Zerlegung (Voronoi-
Zerlegung) generiert werden, auf der dann eine gebietsweise konstante Interpolation vor-
genommen werden kann. Bei der so erzeugten Interpolation liegt der grofite Nachteil in
der Unstetigkeit der Interpolation, was fiir viele Anwendungen nicht akzeptabel ist (Abb.
5.3.1).

5.5.2. Interpolation auf konvexen Zellen.

Interpolationen auf der speziellen Zelle Simplex basieren auf den baryzentrischen Koor-
dinaten des Simplex. Diese baryzentrischen Koordinaten haben eine sehr anschauliche
Interpretation als normierte Flichenanteile. Thr Verlauf im Inneren des Simplex ist
linear. Eine andere Interpolation auf der speziellen Zelle Rechteck wurde im Rahmen
der Finiten Element Interpolation vorgestellt. Die verwendeten Einheitskoordinaten sind
jedoch andere gewesen als die baryzentrischen Koordinaten. Wiinschenswert ist jedoch
eine einheitliche Interpolationsvorschrift, die zusétzlich rekursiv aufbaubar ist Im Rahmen
dieses Abschnittes werden zunéichst die klassischen Interpolationsvorschriften auf Zellen
vorgestellt, bevor der Versuch unternommen wird, eine konsistente Interpolation auf
konvexen Zellen zu entwickeln.

5.5.2.1. Baryzentrische Interpolation.
Interpolationen auf konvexen Zellen sind auf den ersten Blick nicht so offensichtlich wie
dies der Fall bei Simplexen ist. Zwar gibt es im Rahmen von Finite Element Methoden
Interpolationen und Approximationen auf anderen Fliachen (z.B. Rechtecken), jedoch ist
keine allgemeingiiltige Theorie zur Erweiterung auf beliebige konvexe Polyeder vorhanden.

Wird die spezielle Zelle Simplex betrachtet, so basieren die Interpolationen auf den
baryzentrischen Koordinaten. Diese baryzentrischen Koordinaten haben eine sehr einprag-
same Interpretation als normierte Fldchenanteile. Thr Verlauf ist im Inneren des Simplex
linear. Eine Ubertragung auf konvexe Polyeder ist moglich ergibt jedoch keine lineare
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Funktion. Besonders negativ ist der Umstand, dafs die Interpolationen auf den Kanten
abhéngig von der Anzahl der die konvexe Zelle bildenden Ecken sind.

Besser ist jedoch eine Interpolation die einen stetigen Ubergang zwischen benachbarten
Zellen ermoglicht und rekursiv aufbaubar ist. Ein sehr einfacher Ansatz ist die Nutzung
der eindeutigen baryzentrischen Zerlegung (Abb. 5.5.2).

ABBILDUNG 5.5.2. Baryzentrische Zerlegung

Hiernach konnen die baryzentrischen Koordinaten in jedem Simplex angewendet wer-
den und somit ist eine C-stetige eindeutige Interpolation realisierbar. Nimmt man im
Gegensatz hierzu eine beliebige andere simpliziale Zerlegung der konvexen Zelle zu Hilfe,
so ist diese im allgemeinen nicht eindeutig, und es kann bei verschiedenen Zerlegungen zu
unterschiedlichen Interpolationen kommen (Abb. 5.5.3).

ABBILDUNG 5.5.3. Interpolation auf einer Viereckzelle mit denselben Kno-
tenwerten aber unter unterschiedlichen Simplexzerlegungen
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5.5.2.2. Transfinite Interpolation.
Bei der Komposition lokaler Finiter Element Interpolaten zur globalen Interpolation wer-
den relativ strenge Stetigkeitsanforderungen an die Uberginge von einem Element zum
anderen (mindestens C°-Stetigkeit) gestellt. Im vorherigen Abschnitt ist eine Methode
vorgestellt worden, bei der eine lokale Interpolation in einem polygonal berandeten Gebiet
realisiert worden ist. Bei diesem Verfahren werden jedoch nur die Funktionswerte an den
Eckpunkten genau getroffen. Das Aussehen der Interpolationsfunktion auf den Kanten ist
jedoch hochgradig vom gewéhlten (betrachteten) Element abhéngig. So kann es vorkom-
men, dal ein Fiinfeck eine gemeinsame Kante mit einem Dreieck besitzt. Nutzt man die
rationale finite Interpolation, so hitten die lokalen Interpolanten unterschiedliche Ordnung.

Bei der transfiniten Interpolation wird gefordert, daf nicht nur singulidre Punkte
durch die Interpolanten genau getroffen werden, vielmehr soll eine gegebene Funktion
auf der gesamten Randkurve bzw -fliche genau wiedergegeben werden. Die Verbindung
der Randkurven erfolgt bei der transfiniten Interpolation durch geeignete Bindefunktionen.

5.5.2.3. Gordon-Coons-Flichen.

Die Gordon-Coons-Methode kann auf dreieckige, viereckige Parameterbereiche angewendet
werden.

Die klassische Interpolation erfolgt auf Viereckelementen. Hierbei soll ein Flichenstiick
durch die Angabe von Randkurven festgelegt werden. Durch ein Gitter von Randkurven
kann dann eine komplexere Fliche erzeugt werden.

Zuerst wird hergeleitet, wie aus vier vorgegebenen Randkurven eine Gordon-Coons-
Flache erzeugt wird.

Fiir die Herleitung werden ohne Einschriankung der Allgemeinheit einige Vereinfachun-
gen verwendet. Es wird davon ausgegangen, daf ein Flachenstiick gesucht wird, das iiber
einem quadratischen Parametergebiet [0, 1] x [0, 1] definiert ist. Dabei bezeichnet z die
erste und y die zweite Parameterrichtung (Abb. 5.5.4).

ABBILDUNG 5.5.4. Funktionale Flache iiber dem Einheitsviereck

Die vier Randkurven definieren bereits einen Teil der Gesamtfliche. Dieser Teil wird
durch eine partiell definierte Funktion F' aus dem Parameterraum dargestellt. Fiir die
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Funktion F' sind durch die Randkurven die folgenden Werte bekannt:
F0,y) : yel0,1],

F(l,y) : yel0,1],
F(z,0) : z€]0,1],
F(z,1) : z€l0,1].

Um nun zwischen den Kurven eine Fliche zu interpolieren, werden die Randkurven langs
der Parameterrichtungen interpoliert. Die dazu verwendeten Interpolationsfunktionen hei-
fen blending functions (Bindefunktionen).

Betrachtet man zunichst die Interpolation zwischen zwei Punkten p® und p', so ist
diese gegeben durch:

P(z) = fo(z)p° + fi(z)p',

wobei fy und f; die Bindefunktionen sind. Damit die Funktion P wirklich zwischen den
Punkten interpoliert, muf gelten:

P(0) = p"
P(1) = p".
Dies gilt fiir allgemeine Py und P, genau dann, wenn

fo(0) =1 und f,(0)=0
o) =0 und fi(1)=1.
Beispiele fiir Bindefunktionen (Abb. 5.5.5) sind:

e lineare Bindefunktionen,

e kubische Bindefunktionen und

e andere Bindefunktionen, zum Beispiel geeignet skalierte und verschobene Sinuskur-
ven.

f1(x) f1(x)

fo(x) fo(x)
X X
1 1

ABBILDUNG 5.5.5. Lineare und kubische Bindefunktionen

Es ist sinnvoll, die Bindefunktionen so zu wéhlen, dafs die Summe 1 ist, da die Interpolation
dann bei einfachen Punkten immer eine Gerade ist. Auch bei den kubischen Bindefunktio-
nen ist die Interpolation zwischen zwei Punkten eine Gerade. Die Bindefunktion beeinflufst
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hier nur die Lange des Ableitungsvektors. Das wird spéter beim Aneinandersetzen von Fli-
chenstiicken wichtig.

Ziel war es jedoch, nicht nur die Interpolation zwischen zwei Punkten zu realisieren, son-
dern es sollten Randfunktionen interpoliert werden. Das kann fiir zwei gegeniiberliegende
Randkurven leicht erreicht werden:

Gegeben seien zum Beispiel die Randkurven fiir feste z-Werte, d. h. F(0,y) und F'(1,y).
Nun wird fiir jedes y das Punktepaar F(0,y) und F'(1,y) wie oben erldutert interpoliert.

Interpolation

ABBILDUNG 5.5.6. Interpolation von Randfunktionen

Diese Vorgehensweise fiihrt jedoch zu dem Problem, daf bei Interpolation in den
verschiedenen Parameterrichtungen verschiedene Flichen als Ergebnis erscheinen (Abb.
5.5.6), d. h. die Ergebnisflichen bei der Interpolation der Randkurvenpaare (F(z,0) und
F(z,1)) bzw. (F(0,y) und F(1,y)) sind verschieden

Dies liegt daran, daf die Interpolation bisher nur ein gegeniiberliegendes Paar von
Randfunktionen interpoliert und das andere aufer acht liaft. Damit auch das zweite Rand-
kurvenpaar mit einflieft, mufs der entstehende Fehler zu Null gesetzt werden.

Sei nun erst einmal die Interpolation in xz-Richtung gegeben, im folgenden mit P, be-
zeichnet und da P, auf F' angewandt wird, wird die entstehende Fléache mit P, F bezeichnet.

Da bisher in z-Richtung interpoliert wird, werden die Randkurven in y-Richtung aufer
acht gelassen. Dadurch entsteht in y-Richtung ein Fehler, der sich am Rand als die Differenz
zwischen den Randkurven mit der Interpolationsfliche P,F' darstellen lifst (Abb. 5.5.7).
Also kann am Rand der Fehler durch Addition des Korrekturgliedes F' — P,F' entfernt
werden.

Nun muf noch beriicksichtigt werden, dafs die Korrektur nicht nur fiir die Randkurven
erfolgen soll, sondern auch fiir alle Interpolationen in z-Richtung, das heifst fiir alle x-
Werte in (0,1). Dort ist jedoch die Funktion bisher nicht definiert. Deshalb wird nun das
Korrekturglied noch in y-Richtung interpoliert, wobei wir die Interpolation in y-Richtung
mit P, bezeichnen. Dadurch erhalten wir ein neues Gesamtkorrekturglied:

P,(F — P,F) = P,F — P,P,F.



5.5. INTERPOLATION AUF ZELLZERLEGUNGEN 113

Der Fehl¢r (F — P, - F)

’
1 X

ABBILDUNG 5.5.7. Korrekturglied der Gordon-Coons-Fliche

Somit ergibt sich fiir die Gesamtfliche, die wir zur besseren Unterscheidung zur partiell
definierten Funktion F mit () bezeichnen, durch Addition des Gesamtkorrekturgliedes zu
P.F"

Q = P,F + P,F — P,P,F.

Diese Formel 148t sich auch in Vektorschreibweise ausdriicken. Dabei werden die Inter-
polationsoperatoren P, und P, als Vektoren von Bindefunktionen geschrieben:

Q(z,y) = ( F(x,0) F(z,1)) < fogy; )
)

+( fo(x) f1(x))'< E
( folo) fl(:c>)-( Fo ;)(%3)

Damit kann also zu vier gegebenen Randkurven eine Fliache interpoliert werden.

Y

0,y
F(l,y
0,0
F(1,0

)
)
)
) F

5.5.3. Interpolationen auf Voronoi-Zerlegungen.
Natiirliche Nachbarschaftskoordinaten wurden durch Sibson [166] als Mittel zur Daten-
interpolation und -glattung vorgestellt. Die Interpolation auf Voronoi-Zerlegungen stellt
eine Verallgemeinerung der obigen Interpolation dar. Offenbar stellen die so definierten
Ansatzfunktionen (Basisfunktionen) Interpolationsfunktionen dar.

Die Sibson-Interpolation ist gekennzeichnet durch die Generierung einer teilweisen qua-
dratischen Interpolation aus den Informationen benachbarter Punkte [167].

Die Voronoi-Zerlegung liefert die Information, welche Punkte benachbart sind und da-
mit zur Funktionswertinterpolation beitragen konnen (Abb. 5.5.8). Die Gewichtung der
Einfliisse der Nachbarn iiber die Voronoi-Zellen-Fliache ermdglicht eine teilweise quadrati-
sche Interpolation.
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L.
A

Py

Simpliziale Zerlegung (schwarz)
und duale
Voronoi—Zellenzerlegung (grau)

Punkt P, einflgen

ABBILDUNG 5.5.8. Teilflichen der Sibson-Interpolation

Betrachtet man die duale Struktur zur Voronoi-Zerlegung, ndhmlich die Delaunay-
Triangulation, so kann man feststellen, daf bei dieser Interpolation nicht nur die Informa-
tion des Dreieckes eingehen, in dem der Punkt liegt, vielmehr geht die Information einer
ganzen Regim} ein:

L AP

jir) = Bt

Die Wirkung laft sich sehr gut am Beispiel eines Netzes mit 4 Punkten verdeutlichen
(Abb. 5.5.9). Betrachtet man auf der anderen Seite die zuféllig gewédhlte Punktmenge,
die als Verleichsdaten in diesem Kapitel verwendet werden, so fillt auf, daft die Sibson-
Interpolation eine wesentlich glattere Interpolation erzeugt (Abb. 5.5.10) als dies bei der
linearen Interpolation auf einem Dreiecksnetz (Abb. 5.4.1) der Fall ist.

Aquidistante Punkte

ABBILDUNG 5.5.9. Sibson-Interpolation auf einem Quadrat

5.6. Netzfreie Interpolationen

Die Erzeugung strukturierter bzw. unstrukturierter Netze (Gebietszerlegungen) ist
haufig aufwendig und kann durch ungiinstige Wahl zu falschen Interpolationen fiihren.
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ABBILDUNG 5.5.10. Sibson-Interpolation

Es liegt nahe, die explizite Strukturangabe in Form von zugrundeliegenden Netzen durch
implizite Algorithmen zu ersetzen. Interpolationsvorschriften ohne zugrundeliegende Ge-
bietszerlegungen werden netzfreie Interpolationsverfahren genannt.

Ein wesentliches Problem bei netzfreien Interpolationen ist die Bestimmung von Ein-
flufsbereichen der Funktionswerte und deren Wirkung in ihrer Umgebung. Es wird an
dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, daf die Wahl der Wirkungsbereiche wesentlich
den Charakter (lokal oder global) der Interpolation bestimmt. Grundlage vieler dieser
Methoden ist der Abstandsbegriff bzw. das Maf eines Gebietes.

In diesem Abschnitt sollen die wesentlichsten netzfreien Interpolationsmethoden darge-
stellt werden. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird eine zu interpolierende reellwer-
tige Funktion f(p) angenommen. Die Funktion f ist auf einer Teilmenge (2 eines Raumes
M definiert. Innerhalb dieses Gebietes sei eine Menge von Punkten p’ mit i = 1, .., N
gegeben. Mit f; = f(p') werden die zugehorigen Funktionswerte bezeichnet. Weitere
Voraussetzungen werden im Rahmen der vorzustellenden Methoden spezifiziert.

Die einfachsten Interpolationsverfahren verwenden gewichtete Linearkombinationen
von in der Nihe gelegenen Funktionswerten, um den Wert an einem Punkt p zu inter-
polieren: f (p) = wy f(p') +waf (p?) + ...+ w, f(p"). Das Interpolationsproblem besteht
nun darin, die Gewichte w; so zu wahlen, daf eine ,,gute” Interpolation erreicht wird. Um
jedoch die Qualitit einer Interpolation genau zu quantifizieren, miifste der wahre Wert an
der zu interpolierenden Stelle bekannt sein, was er im allgemeinen nicht ist. Aus diesem
Grund werden haufig vereinfachende Annahmen getroffen. Eine solche pragmatische Her-
angehensweise ist die, Werten, die in der Nahe des zu interpolierenden Punktes liegen, ein
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groferes Gewicht zuzuordnen als weiter entfernten. Dies beruht auf der implizieten An-
nahme der Stetigkeit der abhéngigen Gréfe: Werte in der Néhe sind dhnlicher als weiter
entfernt liegende. Diese Herangehensweise wird bei der klassischen netzfreien Interpolation
in Form der Shepard-Interpolation verwendet. Im Verlauf dieses Kapitels wird auf die glei-
tende Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate eingegangen sowie auf die
Smooth Particle Hydrodynamic Method (SPH). Am Ende dieses Abschnittes wird darauf
eingegangen, dafs die Natural Element Method als Interpolationsvorschrift auf Voronoi-
Diagrammen auch als eine netzfreie Methode aufgefafst werden kann.

Ein klassisches Anwendungsgebiet netzfreier Interpolationsmethoden ist die scattert
data interpolation. Um einen vollstiindigern Uberblick zu erhalten, wird auf [70] und
[149] verwiesen. In Erweiterung von netzfreien Interpolationsmethoden werden diese in
Zukunft immer mehr zur Losung von Approximationsaufgaben eingesetzt [82], [118|.

5.6.1. Shepard-Interpolation.
Voraussetzung fiir die Einsetzbarkeit der im folgenden dargestellten Interpolationsmethode
ist das Zugrundeliegen eines metrischen Raumes M. Ausgehend von einer vorgegebenen
Menge von Punkten eines metrischen Raumes M, denen je eine reelle Zahl zugeordnet
ist, wird eine Methode vorgestellt, die die Schitzung der zu erwartenden Werte bei allen
anderen Elementen des metrischen Raumes geben.

*200 *o0o

000 .0

*3000
*ama

ABBILDUNG 5.6.1. Shepard-Interpolation (u = 2)

Ein bekannter Ansatz zur Beschreibung von flichigen Daten kommt aus den Berei-
chen der Meteorologie und Geologie und ist als Shepard-Methode [164] bekannt geworden.
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Nutzt man ausschlieflich die Eigenschaft, dak zwischen zwei Punkten ein Abstand defi-
niert ist, kann die interpolierende Funktion f (p) als gewichteter Mittelwert der abhédngigen
f (p*) aufgefat werden

mit den Basisfunktionen (Gewichtsfunktionen)

o (p) = =2 P)

Zj:l ;i (p)
und der inversen Abstandsfunktion

1
0i(p) = w7 5 i €N,
D= Ty
wobei d im allgemeinen eine Metrik ist. Der Einfluk der Ordinate f (p) auf den Wert von
f (p) am Punkt p nimmt mit dem Abstand zu p' ab (inverse distance weighted method)
(Abb. 5.6.1). Interessant ist bei diesem Ansatz die Wirkung des Parameters p; auf das
Verhalten der Interpolationskurve in der Nihe der Stiitzstellen (Abb. 5.6.2). Es gilt:

e fiir 0 < y; < 1 hat die Shepard-Funktion an den Stellen p* Spitzen,

e fiir y; = 1 hat die Shepard-Funktion an den Stellen p’ Ecken und

e fiir y; > 1 sind die Tangentialebenen an den Stellen p’ horizontal (Flachpunkte).
Die entstehenden Interpolationen haben ein glattes Erscheinungsbild.

e Wird der Grenziibergang p; — oo fiir alle Datenpunkte gleichzeitig betrachtet, so
geht diese Interpolation in die bereichsweise konstante Interpolation aus Abschn. 5.3
iiber.

ABBILDUNG 5.6.2. Shepard-Interpolation mit verschieden ; Werten
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Um eine Division durch 0 bei der Bestimmung von o; und numerische Instabilititen zu
vermeiden, sollte die Berechnung der Basisfunktionen w; (p) durch

o H#i d (p,pj)#i
ZkN:1 Hj;ék d(p,p?)"

wi (p)

ersetzt werden.

Neben der Stabilisierung der Shepard-Interpolation legt diese Darstellung eine Uber-
tragung des rekursiven Aufbaus der Newton-Interpolation auf die Shepard-Interpolation
nahe. Beschreibt f,, ;(p) eine Shepard-Interpolation der Daten f; miti =1, .., n— 1, zu
denen ein weiterer Datenpunkt hinzugefiigt werden soll, so lautet die Rekursionsformel zur
Ermittlung von f,:

fa(p) == faci(p) + En(p) - Fi

mit
Ei(p) =1
[1:2) d(p, p')"
E —_
1) S T dp, )
und
o= fi
F, = fo—hf (p2)
Fy = fo— fima(ph).

Um den globalen Charakter der Shepard-Interpolation in einen lokalen zu wandeln, gibt
es neben der eben beschriebenen Rekursionsformel weitere Herangehensweisen.

Die einfachste Methode eine Shepard-Interpolation lokal zu gestalten, ergibt sich durch
die Einbeziehung von nur denjenigen Punkten die innerhalb eines Kreises liegen bzw. durch
die Festlegung einer Anzahl von Punkten, die herangezogen werden sollen. Eine sehr ver-
breitete Methode, die Interpolation lokal zu gestalten ist die Gewichtsfunktion mit einer
Déampfungsfunktion ¢ zu multiplizieren. Hierbei muft ¢g die folgenden Eigenschaften be-
sitzen: an den vorgegebenen Punkten mufs die Dadmpfungsfunktion Eins sein und in einer
Umgebung des betrachten Punktes im Intervall von Null bis Eins liegen. Auferhalb der
vorgegebenen Kreisscheibe mit dem Radius r verschwindet die Dampfungsfunktion. Ein
Beispiel einer solchen Gewichtsfunktion ist das Frank-Little Gewicht [25]

g(p):{ (l_d(;pT’pi))# cd; <r.

Auf Grund der engen Verkniipfung der Shepard-Interploation mit der verwendeten Me-
trik erscheint es unumginglich, deren Einflufs genauer zu spezifizieren.

Auftretende Ableitungsunstetigkeiten bzw. Flachpunkte konnen durch die Verwendung
anderer Abstandsfunktionen beseitigt werden. Dies wird hdufig durch eine konsistente
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Modifikation der Basisfunktionen w; unter Verwendung verinderter Abstandfunktionen o;
realisiert. Typische Klassen von Abstandfunktionen die zum Einsatz kommen sind:

e Lineare Abstandsfunktionen

1
=a;-d(p,p'),
%) (v.)
e Potenzfunktionen
1 s
=y d papz ' )
7 ) (v.)
e Exponentielle Abstandsfunktionen
1 — 6Oéi-d(p7pi) -1,
oi (p)

e Hyperbolische Abstandsfunktionen

:= cosh (ai -d (p,pi)) + sinh (ai -d (p,pi)) )

oi (p)
Diese auf den ersten Blick willkiirliche Auswahl von Interpolationsfunktionen wird im Ab-
schnitt 5.7 {iber Kriging nochmals aufgegriffen. Auch fiir die oben aufgefiihrten Klassen
von inversen Abstandsfunktionen gibt es Moglichkeiten, einen lokalen Charakter der In-
terpolation zu erzwingen. Hierauf soll an dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden,
sondern es wird auf den Abschnitt 5.7 verwiesen.

Wird die Forderung, daf #p) = 0 fiir p' = p gilt, fallen gelassen, so wird aus dem
exakten Interpolator der Shepard-Methode eine Approximationsmethode. Fiir die Ab-
standsfunktion

1 i +
7= Gy e R
sind die Ausgleichsfunktionen fiir verschiedene ¢ in der Abbildung 5.6.3 dargestellt. Auf
analoge Weise konnen alle anderen beschriebenen Abstandfunktionen modifiziert werden,
um eine ganze Klasse von abstandsabhéngigen Approximationen (Ausgleichsfunktionen)
zu erhalten.

Anwendungen der Shepard-Interpolation .
Die Shepard-Interpolation stellt ein méchtiges Werkzeug bei der Interpolation von Mefs-
daten dar. Sie ist gekennzeichnet durch ihre besonders einfache Interpolationsvorschrift
und bei geeigneter Wahl der Abstandsfunktion durch ein sehr glattes Erscheinungsbild
der interpolierten Grofe. Im Rahmen dieser Arbeit soll jedoch eher der Einsatz dieser
Interpolationsmethode im Rahmen von numerischen Modellen betrachtet werden. Auf
die Modellierung bathymetrischer Daten im Rahmen von Simulationssystemen in der Hy-
dromechanik wird in einem spéteren Abschnitt 6.1 noch ndher eingegangen. Neben der
wesentlichen Randbedingung Gewésserboden, werden die Simulationen bestimmt durch
Anfangswerte und Randbedingungen, die die Einbettung des Untersuchungsgebietes in
seine globale Umgebung darstellen. An dieser Stelle soll die Shepard-Interpolation fiir
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ABBILDUNG 5.6.3. Glattende Shepard-Approximation

die Erzeugung von Anfangswerten im Rahmen von Rand-Anfangswertaufgaben und die
Adaption von Randwerten eingesetzt werden.

Eine der klassischen Anwendungen im Rahmen von numerischen Simulationen im Kii-
steningenieurwesen ist die Generierung von Anfangswerten, falls solche nicht oder nur
unvollstdndig aus iibergeordneten Modellen zur Verfiigung stehen. Stehen beispielsweise
nur die Randwerte zur Generierung eines Anfangszustandes zur Verfiigung, so kann die La-
ge des Wasserspiegels aus den Werten an der Randkurve iiber eine Shepard-Interpolation
angenidhert werden (Abb. 5.6.4). Fiir die Interpolation von Anfangsgeschwindigkeiten in
einem Gebiet mit sehr komplexer Bathymetrie ist eine Interpolation aus den Randwerten
wesentlich schwieriger, wenn nicht sogar unméglich. Dies liegt im wesentlichen daran, das
die entstehenden Stromungsverteilungen in einem Untersuchungsgebiet viel stiarker von der
zugrundeliegenden Bathymetrie abhédngen als die Wasserstinde und zum anderen daran,
dak die Lage des Wasserstandes eine wesentliche treibende Kraft darstellt, die ja wiederum
nur geschétzt werden kann.

In Analogie zur n-dimensionalen Parameterinterpolation auf der Basis von Zellzer-
legungen konnen Parameterinterpolationen in natiirlicher Weise durch netzlose Methoden
realisiert werden. Bei solchen Interpolationsaufgaben ist immer zu iiberlegen, welche Ab-
standsfunktion zugrunde gelegt wird. Haufig ist es sinnvoll, besonders bei stark gekriimm-
ten funktionalen Flichen, nicht die Metrik des Parameterraumes zu verwenden, sondern
die Metrik des gemeinsamen Raumes aus Parameterraum und funktionalem Raum.

5.6.2. Gleitendes Interpolationsverfahren nach der Methode der kleinsten
Quadrate.
Die englische Bezeichnung inverse distance weighted method fiir die Shepard-Methode legt
es nahe, eine Verallgemeinerung dahingehend durchzufiihren, allgemeine gewichtete Inter-
polationsmethoden zu betrachten.
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ABBILDUNG 5.6.4. Interpolierte Wasserstiande aus den Randwerten

Der Interpolant f einer Funktion f in einem Untersuchungsgebiet Q wird formal wie
folgt definiert:

m

(5.6.1) F(0) = F(p) =Y wilp) - ailp) = [¢] {a} .

=1

Hierbei sind ¢; zundchst m noch unbekannte Basisfunktionen (H&ufig werden diese in
Polynomform dargestellt). Die a; werden als Koeffizienten bezeichnet, diese sind nicht
konstant, sondern Funktionen des Ortes p. Die Spezifikation der Koeffizienten erfolgt iiber
die Methode der kleinsten Quadrate:

T (z o) - as() - f(pf>)
= S (o] 0 - 1)

wobei w; Wichtungsfunktionen sind, m die Anzahl der Basisfunktionen und n die Anzahl
der betrachteten Knoten. Fordert man nicht unbedingt das Verschwinden des Residuums,
sondern begniigt sich damit, daft der Fehler minimal wird, was gleichbedeutend mit % =0
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fiir alle k£ ist, so ergibt sich das folgende System von Gleichungen
(5.6.2) 0 = iwj (2x(P) - ax(p")) (i wi(p?) - ai(p’) —f(pj)> vk
j=1 i=1
bzw.
(5.6.3) zn:wj [gpi]T [cpl] {a} = zn:wj [gpi]Tfj )
j=1 =1

Werden folgende Matritzen

(5.6.4) [A] = ij [gpi]ij [gpi]T [(,01]
(5.6.5) B] = [wj W}T]

eingefiihrt, so wird aus Gl. 5.6.3:

(5.6.6) [Al{a} = [B]{f}.

Fiir das weitere Vorgehen wird [[A]| # 0 vorausgesetzt, was erméglicht, die unbekannten
Parameter {a} zu bestimmen. Werden die Koeffizienten in Gl. 5.6.3 eingesetzt, so erhélt
man

(5.6.7) F=2 01
mit
(5.6.8) 6= i (A7 [B]),, -

Die Funktion ¢; wird auch als Formfunktion des Knoten 7 bezeichnet.

Werden als Basisfunktionen ¢; die Polynome der Ordnung 0 verwendet, was bedeutet,
dak es genau eine solche Basisfunktionen mit dem konstanten Wert 1 iiberall gibt, so haben
die Formfunktionen ¢; das folgende Aussehen:

. _ w; (p)
i (p) 72;21 0 0)’

was wiederum genau der Shepard-Interpolation entspricht.
In Analogie zur Multiplikation der Basisfunktionen mit einer Dampfungsfunktion

im Rahmen der Shepard-Interpolation kann auch der globale Charakter der gleitenden
Interpolation in einen lokalen gewandelt werden.
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5.6.3. Smooth Particle Hydrodynamic Method.

Die élteste netzfreie Methode ist die Smooth Particle Hydrodynamic Method (SPH). Diese
Methode wurde urspriinglich in der Astrophysik zur Beschreibung von Mehrkorperproble-
men und kollabierenden Gaswolken entworfen.

Die folgende Einfiihrung in die SPH-Methode orientiert sich an der von Libersky et al.
[116]. Ausgangspunkt der Uberlegungen war, daf Informationen iiber den Zustand eines
Kontinuums nur an diskreten Punkten, den Stiitzstellen, vorliegen. Die Idee besteht darin,
daf angenommen wird, dalk der Wert an einem beliebigen Punkt im Mittel von den Wer-
ten der ihn umgebenden Zustandsgrofen abhidngt. Ausgehend von einer kontinuierlichen
Funktion f(p) wird eine Kernel-Approximation in folgender Form definiert:

(5.6.9) o) = /Q w(d(p,q). k) - £(g) A,

wobei iiber das Gebiet €2 beziiglich der Variable ¢ integriert wird. Die Wichtungsfunktion
w wird im weiteren auch héufig als Kernel-Funktion bezeichnet und héngt zum einen vom
Abstand der betrachteten Punkte p und ¢ ab als auch von einem weiteren Parameter h,
der den Einflukbereich des Punktes p kennzeichnen soll. Die Kernel-Funktionen w miissen
folgenden Anforderungen geniigen (vgl. [34]):

L. w(d(p,q), h) > 0 auf einem Teilgebiet €2,,.

2. Die Kernel-Funktion hat eine begrenzte Reichweite (einen kompakten Triger):
w(d(p,q), h) = 0 auferhalb von €.

3. w ist normiert: [wdQ = 1.

4. w(s, h) ist monoton fallend in s.

5. w(s,h) — d(s) wenn h — 0, wobei §(s) die Dirac’sche Deltafunktion ist.

Ausgehend von diesen sehr allgemein gehaltenen Anforderungen an die Wichtungsfunk-
tionen der SPH werden in der Praxis Wichtungsfunktionen mit folgendem funktionalen
Zusammenhang w(d(p, p'), 1) verwendet. Hierbei ist d eine Abstandsfunktion und p das
Nolumen“! der Trigermenge der Wichtungsfunktion. Beispielsweise kann d der Metrik
entsprechen. Besonders erwiahnenswert ist die Tatsache, daft die Trédgermengen der Wich-
tungsfunktionen nicht disjunkt sein miissen.

Bei der SPH wird von folgendem Ansatz ausgegangen

(5.6.10) F(P)=> " w(d(p,p'), n(supp(w))) - fi - p(supp(w)).

Neben kubischen und quadratischen Spline-Funktionen ist die Exponentialfunktion ein
typischer Reprisentant fiir solche Wichtungsfunktionen:

d(P,Pl) ?

(5.6.11) w = e*( ) APP) <1
0

BEISPIEL: 1-dimensionaler Fall

!Wenn im folgenden vom Volumen die Rede ist, so ist das entsprechende Maf (Linge, Fliiche, Volu-
men,..) des betrachteten Parameterraumes gemeint.
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Nutzt man eine Dreiecksfunktion (Abb. 5.6.5) in Anlehnung an die Interpolation bei
1-dimensionalen Finiten Elementen, so sollte wieder die Finite Element Interpolation wie
sie in Abschnitt 5.4 beschrieben wurde herauskommen

1 (1 - 2Pl
wZ(P) — Tit1—Ti—1 Tit1—Ti—1

0 P > ZL'Z'+1||P<1'Z',1

ABBILDUNG 5.6.5. Lineare Wichtungsfunktion fiir den 1d-Fall

Eine Verallgemeinerung / Spezialisierung erfihrt diese Methode in der natiirlichen Ele-
ment Interpolation. Der Triger der Wichtungsfunktion ist in diesem Fall der Voronoi-Kreis.

5.6.4. Natural Element Interpolation.
Die natiirliche Element Interpolation stellt eine Erweiterung der Sibson-Interpolation dar.
Sibson [166] fiihrte zur Interpolation und Glittung von Daten das Konzept der natiirli-
chen Nachbarschaftskoordinaten ein. Neben der Nutzung der Beziehung, nichster Nachbar
zu einem Punkt zu sein, in Form von Voronoi-Diagrammen, kamen Voronoi-Diagramme
hoherer Ordnung zum Einsatz. Im weiteren wird mit u(M) das Lebesgue-Maf der Menge
M (Lénge, Fldche, Volumen, ..) bezeichnet. Im zwei-dimensionalen euklidischen Raum ist
das betrachtete Maf der Flicheninhalt A(M).

DEFINITION 5.6.1. Unter den natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten ¢; eines
Punktes p beziiglich einer gegebenen Punktmenge {p'} mit ¢ = 1, .., N, versteht man
folgende Zahlen:

. 1(VR(p,p))

wobei VR (p) die Voronoi-Region des Punktes p (Abschn. 2.4.1) und VR (p,p') die der
Ordnung Zwei beziiglich dem zusitzlichen Punkt p* (Abschn. 4.2.2) ist. Sollen diese
Koordinaten bei der Formulierung von Approximationsaufgaben eingesetzt werden, so ist
haufig die Bestimmung der partiellen Ableitungen notwendig.
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Ableitung der natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten

(5.6.13) 0¢i(p) _ au(v;(f 2 6.(0) S
0z n(VR(p))

EIGENSCHAFTEN: Die erste Eigenschaft der natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten
ergibt sich als direkte Folgerung aus der Eigenschaft, daf die Vereinigung der Voronoi-

Regionen zweiter Ordnung V R (p, p') die Voroni-Region von p ergibt:
(5.6.14) 0<¢i(p) < 1.

Wie man sieht, nehmen die Koordinaten an den Bezugspunkten den Wert Eins an und
alle andern natiirlichen Koordinaten verschwinden

(5.6.15) ¢i (1) = 05

Die natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten stellen Zerlegung der Einheit dar

(5.6.16) qui(p) =1.

Die soeben aufgefiihrten Eigenschaften legen es nahe, die natiirlichen Nachbarschafts-
koordinaten, als Funktionen des Ortes, als Ansatzfunktionen (Formfunktionen) fiir Inter-
polationsaufgaben zu verwenden.

DEFINITION 5.6.2. Die natiirliche Element Interpolierende f einer Funktion f
beziiglich einer gegebenen Punktemenge {p'} mit i = 1, .., N ist die wie folgt definierte
Funktion:

fp) = Zdn(p) - f(p).

EIGENSCHAFTEN:

e Eine Konsequenz aus Gl. 5.6.15 ist die Interpolationseigenschaft mit f(p') = f(p').

e Die Eigenschaft aus Gl. 5.6.16 impliziert, daf konstante Funktionen durch die na-
tiirliche Element Interpolation exakt wiedergegeben werden konnen.

e Lineare Vollstiandigkeit: ~ Sibson [166] hat gezeigt, daf die natiirlichen
Nachbarschafts-Ansatzfunktionen die Eigenschaften der lokalen Koordinaten erfiil-
len, d.h. es gilt:

(5.6.17) p= Z $i(p) - p'.

Andererseits bedeutet dies, dafs die Ansatzfunktionen die geometrischen Koordinaten
exakt wiedergeben konnen.
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Aufbauend auf der natiirlichen Element Interpolation wurden Approximationen fiir
partielle Differentialgleichungen entwickelt. Sowohl die Interpolationen als auch die
Approximationen auf der Basis einer natiirlichen Element-Zerlegung werden unter der
Bezeichnung Natiirliche Element Methode (NEM) zusammengefaft.

5.6.4.1. Interpolation im 1-dimensionalen Fall.

Es wird sich herausstellen, dafs im 1-dimensionalen Fall die natiirliche Nachbarschaftsin-
terpolation, wie sie hier beschrieben wurde, mit den linearen Finiten Elementen identisch
ist.

Im folgenden wird eine Gerade der Linge L betrachtet, die mit /N nicht gleichméfig
verteilten Knoten diskretisiert ist. Es ist einleuchtend, daf die Voronoi-Grenze genau in der
Mitte zweier benachbarter Punkte liegt. Ein Konsequenz aus dieser Beobachtung ist, dafs
alle Punkte auf der offenen Geraden (0, L) genau zwei Nachbarn haben, mit Ausnahme der
Randpunkte, die nur einen Nachbarn besitzen. Um die Ansatzfunktion zu berechnen, wird
ein Abschnitt €; betrachtet, der von zwei Knoten p’ und p'*! begrenzt wird. Betrachtet
man einen Punkt P aus dem Intervall [p*, p"*!] und die zugehérigen Voronoi-Zellen zweiter
Ordnung, so erhilt man

d(p,p")
b; (p) = A0 p)
d 2+1
¢i+1 (P) = % )

was andererseits bedeutet

Dies entspricht einer 1-dimensionalen linearen Finiten Element Interpolation (Abb. 5.6.6).

e Voronoi—Knoten + Voronoi—Grenze
1-4 A
2R
o o : e
P'(0) 1 PI+1(1)
I

ABBILDUNG 5.6.6. Natiirliche  Nachbarschaftskoordinaten  im 1-
dimensionalen Fall
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5.6.4.2. Interpolationen im 2-dimensionalen Raum.

Die natiirliche Element Interpolation wird haufig in der Ebene hergeleitet und die
wesentlichen Eigenschaften dort erkldrt. Dies ist im wesentlichen auf die sehr guten
Darstellungsmoglichkeiten zuriickzufiihren und fithrt dazu, daf viele Anwendungen sich
zunéchst auf die Ebene beschrinken. Es wird sich zeigen, daf sich fiir ausgewihlte Konfi-
gurationen schon bekannte Interpolationen ergeben. Treten nur drei natiirliche Nachbarn,
wie dies bei einem Dreieck der Fall ist, auf, so sind die natiirlichen Koordinaten dquivalent
den baryzentrischen Koordinaten des Dreieckes. Fiir 4 dquidistante Bezugsknoten erhéalt
man die bekannte bilineare Interpolation. Fiir irregulire Gitter und N > 4 sind die
Ansatzfunktionen rationale quadratische Funktionen [66]. Es wird sich zeigen, dal man
mit Hilfe der natiirlichen Elementkoordinaten eine Interpolationsvorschrift auf konvexen
Polyedern erhélt, deren Verlauf auf dem Rand linear ist.

Drei natirliche Nachbarn.
Hat der betrachtete Punkt nur drei natiirliche Nachbarn, so sind die natiirlichen Nachbar-
schaftskoordinaten dquivalent den baryzentrischen Koordinaten. Die hierdurch beschrie-
bene Interpolation entspricht der linearen Finiten Dreiecks Interpolation. Dies ist wie folgt
leicht einzusehen. Seien zu einem Punkt p die drei Punkte p!, p? und p? die natiirlichen
und nutzt man die Gl. 5.6.16 und 5.6.17, so erhilt man folgendes Gleichungssystem:

11 1 ¢1(p) 1
zt 2?2 P2(p) 0 =4 =
yhoy oy ¢3(p) y
Wird dieses Gleichungssystem geldst, so ergibt sich
D, (p) D, (p) Ds(p)
$1(p) = , 02(p) = , ¢3(p) = ;
1p) D(p) ) D(p) ) D(p)

wobei D, Dy, Dy und D3 die Determinanten der obigen Matrix bzw. Teilmatrizen sind.
Auf der anderen Seite ist bekannt, dak diese Determinanten ein vorzeichenbehaftetes
Volumen reprisentieren, und somit sind die natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten
dquivalent den baryzentrischen Koordinaten des Punktes p.

Vier natirliche Nachbarn (requlires Netz).
Fiir ein Netz mit einem reguldren Quadratnetz, wo jeder Punkt p genau vier natiirliche
Nachbarn hat, erhélt man eine bilineare Interpolation. Ohne Einschriankung der Allge-
meinheit wird angenommen, daf sich der zu interpolierende Punkt im Einheitsquadrat
[0,1] x [0, 1] befindet. Die Voronoi-Regionen erster und zweiter Ordnung sind in der Abbil-
dung 5.6.7 zu sehen. Nach der Definition der Ansatzfunktion bei der natiirlichen Element
Interpolation kann folgendes geschrieben werden

Ai(p)
5.6.18 oi(p) = =1, ..,
(56.18) 0=
wobei A; die in der Abbildung 5.6.7 dargestellten Dreiecksflichen sind und A selbst der
Flacheninhalt der Voronoi-Region erster Ordnung von p ist. Dabei stellen die Punkte

4

)
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ABBILDUNG 5.6.7. Bilineare Interpolation auf einem regulidren Netz

a, b, ¢, d die Mittelpunkte der Umkreise der Dreiecke, die mit dem Punkt p gebildet werden,
dar. Als Koordinaten ergeben sich:

D+ 2+ 2

Ay = %; g = = 2;’; = )
b — Hmepieny L 1

v 2(1-pz) Y 2
P 1 o = Lpeopi-p

@ 2 y 2(1py)
d o *Py+1’g20+17§ d _ 1

T = . 0 Y T 2

Die Fliacheninhalte haben dann folgenden Werte:

B2 +p2—p.—1,)°

A1(p) = 8pap
zPy
A(p) = B2+ 92— pe — 1)’
2P 8py(1_p:r)
2 2 2
(P2 + P2 — po — py)
A _ Yy
W= BT
2 2 2
pi+pl—ps,—p
A4(p) _ ( Yy y) ,

8pa(1 — py)
wobei der Gesamtflicheninhalt der Voronoi-Region des Punktes p:

N B2+ 92— pe — 1)’
(p) = — —
8pupy(1 — pz)(1 — py)
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ist. Setzt man diese Flacheninhalte in GI. 5.6.18 ein, so erhilt man:

o1 = (1—p)(1—py)
P2 = pa(l _py)

Pz = DaDy

s = py(1—py),

welche genau den bilinearen Ansatzfunktionen entsprechen. Fiir beliebige Rechtecke kann
eine Transformation auf das Einheitsquadrat durchgefiihrt werden, womit der Beweis ab-
geschlossen wire.

Die néchste Verallgemeinerungsstufe ist die Betrachtung von konvexen Gebilden.

5.6.4.3. Interpolation auf konvexen Zellen.
Erinnert man sich daran, was man unter einer konvexen Zelle versteht, so ist es fiir die
folgenden Betrachtungen ausreichend die N Eckpunkte des konvexen Polyeders P zu be-
trachten. Wird mit 0P die konvexe Hiille der Eckpunkte bezeichnet, so sind die NEM-
Ansatzfunktionen auf dem Rand des konvexen Polyeders linear.

BEWEIS. Man betrachte zunichst einmal ein einfaches Dreieck mit den Ecken p', p?, p?
und bestimme die natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten des Punktes p. Wird im weiteren
eine Koordinate £ eingefiihrt, fiir die & = 0 bei p' und & = 1 bei p? gilt, so kann die
zugehorige natiirliche Nachbarschaftskoordinate wie folgt geschrieben werden:

Da fiir jeden Knoten auf dem Rand der konvexen Hiille die Voronoi-Region unbe-
schriankt ist, berechnen sich die A; wie folgt:

A (&) = Lh—{goLfl + 61, Ax(§) = Lh_g)lo L& + 62, As(§) = 03,

wobei & = (1 —£)/2, & = &/2 und d1, 0, und 05 die in Abb. 5.6.8 dargestellten endlichen
Teilflichen sind. Eingesetzt in die Berechnungsvorschrift der natiirlichen Nachbarschafts-
koordinaten

(i=1,2,3).

L L(1—¢&)+ 24
0§ = i s, T 2sy
_ L& + 26
= 1
$2(€) 155 L+ 20, + 205 + 205"
. 2
¢3(§) — llm :

L—oo L + 207 + 209

und unter Beachtung des Grenziibergangs L — oo erhélt man

$1(§) =1-¢, 92(§) =&, #3(§) = 0.

Mit anderen Worten ausgedriickt, ist der Verlauf der natiirlichen Nachbarschaftskoordina-
te entlang der Kante von p' zu p? linear. Die soeben dargestellte Vorgehensweise kann in



130 5. INTERPOLATION

p3

ABBILDUNG 5.6.8. Lineare Eigenschaft der NEM-Interpolation

analoger Weise tibertragen werden auf Konstellationen, bei denen mehr als drei natiirliche
Nachbarn beriicksichtigt werden miissen. Auch in diesen Féllen sind zwei Regionen unbe-
schrinkt und alle anderen Voronoi-Regionen zweiter Ordnung sind geschlossene Polyeder
mit einem endlichen Mafs. 0J

Werden konvexe Zellen im dreidimensionalen Raum betrachtet, so kann der Argumentation
fiir konvexe Polygone in der Ebene gefolgt werden, mit dem Unterschied, daf die Interpola-
tionen auf den Facetten nicht mehr linear sind. Vielmehr gilt die Aussage, daf der Verlauf
der Interpolation auf der Facette, einem konvexen Polygon, mit der zweidimensionalen In-
terpolation auf der Facette iibereinstimmt. Hierzu fiihrt man sich wiederum vor Augen,
daf, wenn der zu interpolierende Punkt in der Ebene einer Facette liegt, unbeschrinkte
Voronoi-Regionen entstehen, deren Volumenverhiltnisse von den Fliachenverhéltnissen auf
der Facette abhingen. Folgerichtig bleibt die Interpolation auf den Kanten auch bei der
Interpolation im Raum linear.

Zum Abschluf dieses Abschnittes kann man sich die Wirkung der natiirlichen Nach-
barschaftinterpolation fiir einen Punkt in der Abbildung 5.6.9 betrachten.

Mit den natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten ist man nun in der Lage, fiir beliebig-
dimensionale konvexe Zellen Interpolationen anzugeben, so daf eine Komposition aus
konvexen Zellen in Form eines euklidischen Komplexes eine stetige Interpolation erlaubt.
Eine ganz neue Perspektive ergibt sich unter Nutzung dieser Interpolation in Richtung
einer Verallgemeinerung der Finiten Elemente bis hin zu Finiten konvexen Zell-Elementen.
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ABBILDUNG 5.6.9. Natiirliche Element Interpolation eines Punktes

5.6.4.4. Finite konvexe Zell-Elemente .
Mit den soeben beschriebenen Interpolationsfunktionen eréffnet sich die Moglichkeit, eine
neue Familie von Finiten Elementen (Abschn. 5.4) zu definieren.

ABBILDUNG 5.6.10. Interpolation auf einer konvexen Zelle

Besonderes Gewicht bekommt diese Finite Element Interpolationsfamilie im Zusam-
menhang mit der Eindeutigkeit der minimalen konvexen Zellzerlegung (Abschn. 4.3.2).

Die so definierte Finite Element Familie erlaubt die Nutzung von Zellzerlegungen mit
unterschiedlichsten Elementen als Finite Element Zerlegung. Es ist eine Familie entstan-
den, die in konsistenter Form lineare Linien- und Dreiecks-, bilineare Vierecks-Elemente
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und allgemeine konvexe Zell-Elemente zusammenfiihrt. Die Definition 5.4.2 eines Finiten
Elementes erfordert die Festlegung einer kompakten Trégermenge K, eines linearen Raum-
es von Ansatzfunktionen W und einer Freiheitsgradmenge Y. Die Freiheitsgradmenge ist in
dieser Definition der am meisten durch eine Anwendung geprégte Teil. Die kompakte Tra-
germenge ist fiir diese Klasse von Finiten Elementen eine konvexe Zelle, beschrieben durch
ihre n Eckknoten p’. Der Raum der Interpolationsfunktionen ¥ iiber K wird aufgespannt
von den natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten:

. b(VR(p,p))
wilp) = 1t (VR(p))

Mit Hilfe dieses Raumes von Ansatzfunktionen lassen sich nun Zustandsgrofsen u im Ele-
ment interpolieren (Abb. 5.6.10):

u(p) == Zwi(p) ‘'

mit p € K.

wobei u’ zu verstehen ist als der Funktionswert der Funktion u an der Stelle p'.

ABBILDUNG 5.6.11. Finite Zellen Interpolation iiber einer konvexen Zellzerlegung

Die Einschriankung der natiirlichen Element Interpolation auf konvexe Polyeder ist ge-
kennzeichnet durch ihre strikte Abhéngigkeit von den Interpolationen auf den Facetten
der konvexen Polyeder, was eine lineare Interpolation auf den Kanten bedeutet und eine
konsistente Komposition von Zellen unterschiedlicher Dimension und Geometrie erlaubt.
Gut erkennbar sind die unterschiedlichen Interpolationsordnungen in der Abb. 5.6.11,
wie die bilineare Interpolation im Viereckselement, die lineare in den Dreiecken und eine
fast quadratische im Achteck. Weiterfithrende Forschungen in Richtung Finiter konvexer
Zell-Element Approximationen scheinen vielversprechend.
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5.7. Interpolation unter Verwendung der rdumlichen Statistik

Es ist im Abschnitt 5.6.1 erkennbar, daf durch den Einsatz unterschiedlicher Gewichts-
funktionen die Eigenschaften der Shepard-Interpolation ganz wesentlich beeinfluftt werden.
In Ergénzung hierzu entwickelte Matheron [124] ein Verfahren zur Interpolation auf Mef-
netzen, welches mit ,Kriging” bezeichnet wurde.

Werden Natur-Messungen als Grundlage fiir Interpolationen herangezogen, so sind diese
im allgemeinen fehlerbehaftet und unregelméfig iiber das Untersuchungsgebiet verstreut.
Bei der Ubertragung der punktuellen Messungen auf eine flichige Information, unter Nut-
zung gemessener Daten, taucht die Frage auf, ob das Mefknetz ausreichend dicht ist, um
eine zuverlissige Ubertragung zu ermoglichen. Um dieses beurteilen zu kénnen, ist es not-
wendig, die mogliche Genauigkeit der Ubertragung zu kennen bzw. abschitzen zu kénnen.
Diese Kenntnis kann in einigen Fillen auch bei der Ausdiinnung des Mefnetzes helfen, da
man den Verlust der Genauigkeit abschitzen kann.

Der erste Schritt ist die Analyse der rdumlichen Variabilitit der untersuchten Parame-
ter. In diesem Schritt wird aus den Meflwerten eine Funktion, das sogenannte Variogramm,
berechnet, das die Variabilitdt quantitativ ausdriickt. Das Variogramm liefert Informatio-
nen iiber die ,Kontinuitat“ des Parameters.

Das Semi-Variogramm oder Variogramm, wie es in der Literatur meist kiirzer genannt
wird, beschreibt die durchschnittliche Varianz der Mefiwerte von Punktepaaren mit einem
bestimmten Abstand h in einem Meffeld als Funktion von eben diesem Abstand. Das
Variogramm gibt also ein Ma# fiir die Ahnlichkeit von Mefergebnissen zwischen Punkte-
paaren gleichen Abstandes. Je dhnlicher im Mittel Melkwerte an Punktepaaren gleichen
Abstandes sind, desto kleiner ist der Variogrammwert. Kriging ist eine Methode zur In-
terpolation von unbekannten Werten aus gemessenen Nachbarwerten. Im Unterschied zu
anderen Interpolationsverfahren beriicksichtigt Kriging auch die rdumliche Variabilitit des
betreffenden Parameters und ergibt deshalb unverzerrte Schitzwerte mit minimaler Schétz-
varianz. Fiir den praktischen Einsatz kommen die Stirken des Kriging besonders bei un-
regelmifig verteilten Mefspunkten zum Tragen. So werden beispielsweise Gewichte von
geclusterten Mefpunkten (unverhéltnisméfig viele dicht beieinander) auf weiter entfernte,
aber weniger redundant plazierte Mefkpunkte verteilt. Ein wesentlicher Vorteil ist jedoch,
daf die Schéitzvarianz iiberhaupt berechnet werden kann und die Schitzwerte deshalb mit
einer bestimmbaren Sicherheit verwendet werden kénnen.

Eine umfassende Darstellung zum Bereich der geostatistischen Methoden ist in [24] zu
finden.

5.7.1. Statistische Annahmen.
Wie in der Einleitung schon erwéhnt, soll fiir an bestimmten Orten durchgefiihrte Messun-
gen von gewissen Parametern f(p’) auf eine Charakterisierung dieser Parameter auf einem
raumlichen Kontinuums geschlossen werden. In der Regel sind die zu beschreibenden Va-
riablen nicht mit einfachen deterministischen Funktionen identisch und werden deshalb
in einen statistischen Rahmen gestellt. Bei den folgenden Bertrachtungen ortsabhingiger
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Variablen spielt das Konzept der Zufallsfunktionen eine zentrale Rolle. Eine Zufallsfunkti-
on besteht aus einer Menge von Zufallsvariablen F'(p), die dem Punkt p im untersuchten
Raum zugeordnet sind.

Eine ortsabhéngige Variable wird als Realisierung einer Zufallsfunktion betrachtet: An
jedem Punkt p im d-dimensionalen Untersuchungsraum entspricht der Wert f (p) einer
Realisierung der Zufallsvariablen F'(p). Diese Auffassung beriicksichtigt, daf es nicht
moglich ist, ortsabhéngige Variablen mit Hilfe deterministischer Methoden vollstédndig zu
beschreiben. Auf der anderen Seite kann in den meisten Fillen nicht gepriift werden, ob
ein Parameter eine Realisierung einer Zufallsfunktion darstellt, weil nur eine Realisierung
vorliegt.

Im weiteren wird angenommen, daf der Erwartungswert der Zufallsfunktion F' (p) iiber
das gesamte Gebiet €2 konstant ist:

E[F (p)l=m VpeQ.

Dies bedeutet aber nicht, daf die Variable konstant sein mufs, sondern nur, daf fiir zwei
beliebige Punkte p* und p® nicht im voraus angenommen werden kann, daf der Wert am
Punkt p# gréfer ist als am Punkt p®. Anders ausgedriickt ,bedeutet diese Annahme, daf
sich die Parameter im Gebiet nicht systematisch dndern. Diese Annahme ist allerdings
nicht immer erfiillt. Falls Informationen iiber derartige Trends bekannt sind, konnen sie
bei der Schitzung mit dem FExternal-Drift-Kriging beriicksichtigt werden, worauf jedoch
im folgenden nicht eingegangen werden soll.

Das Kriging-Verfahren unterscheidet sich von den herkémmlichen Interpolations-
verfahren dadurch, daf es die Variabilitit des Parameters beriicksichtigt. Dies kann
beispielsweise dazu fiithren, daf bei unterschiedlichen Variogrammen der bathymetrischen
und sedimentologischen Daten, die einzelnen Mefpunkte trotz gleicher Mefkonfiguration
fiir die zugehorigen Interpolationen unterschiedlich gewichtet werden.

5.7.2. Einfaches Kriging.
Wie oben erwihnt, wird beim Kriging ein konstanter Erwartungswert E [F' (p)] = m im
gesamten Gebiet angenommen. Beim einfachen Kriging wird dieser im allgemeinen unbe-
kannte Erwartungswert durch den Mittelwert der gemessenen Daten geschéatzt:

BIF () =m=+ > 1 ().

Aus diesem Grund spricht man auch von Kriging mit bekanntem Mittel. Eine weitere
wesentliche Voraussetzung wird an die Kovarianz gestellt. Die Kovarianz soll nur von der
Entfernung h zweier Punkte abhéngen und nicht von deren Lage:

C (h) = E[(F (p) —m) (F(q) —m)] Vp,q : h=d(p,q).

Die Translationsinvarianz des Erwartungswertes und der Kovarianz der Zufallsvariable wird
auch als Stationaritit zweiter Ordnung bezeichnet.
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Das Problem ist nun, ein gewichtetes Mittel zu konstruieren, das den Wert an der Stelle
p schitzt. Die Methode erinnert an multiple Regression. Die Abweichung der gesammel-
ten Daten vom bekannten und auf dem betrachteten Bereich als konstant angenommenen
Mittelwert wird gewichtet, um den Wert an der Stelle p zu schétzen

@) =m+ > (7 () - m),

wobei die Gewichte w; den Residuen f (p') —m zugeordnet sind. Es ist leicht zu sehen, daf
diese Interpolation erwartungstreu ist, es gilt:

E[f(p)—f (] =0.
Fiir die Varianz des Schétzfehlers gilt:
op = var (f(p) - f(p))
= E[T0) - )]

= ZZwiij(pi_pj) +C'(p—p)—22wi0(pi—p).

Hier wurde ausgenutzt, dak man cov [f (p'), f (p’)] = C (p* — p’) schreiben kann. Diese
Varianz ist minimal, wenn ihre erste partielle Ableitung gleich Null ist:

Do,
ﬁwi

Aus dieser Bedingung ergibt sich das Gleichungssystem fiir das Simple Kriging, das gelost
werden mulfs, um die optimalen Gewichte w; zu bestimmen:

=0 Vi=1,.,N.

N
Vi=1, ..., N gilt ijC’ (pi—pi) :2-C(pi—p).
7=1

Hier beschreibt die linke Seite der Gleichung die Kovarianz zwischen den Datenpunkten.
Die rechte Seite beschreibt die Kovarianz zwischen dem zu schitzenden Punkt und allen
Datenpunkten. Die Losung dieses Gleichungssystems liefert die optimalen Kriginggewichte
Wi .

5.7.3. Intrinsische Hypothese.
Die Annahme der Stationaritit zweiter Ordnung kann nicht immer als erfiillt angesehen
werden. Es konnen andere dhnliche Annahmen formuliert werden. Die Annahme eines
konstanten Erwartungswertes iiber das gesamte Gebiet bleibt immer erhalten. Die Be-
dingung an die Kovarianz, dafs diese nur abhingig von der Entfernung der betrachteten
Punkte ist, kann wie folgt abgeschwicht werden.

e Die Varianz des Inkrements Z(p+h) — Z(p) zwischen zwei Punkten ist nur abhéingig
vom Entfernungsvektor h zwischen diesen Punkten.
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Diese Annahmen wird intrinsische Hypothese genannt und kann folgendermafen als Glei-
chung formuliert werden:

ElZ(p)] = m

SENZ+ 1)~ Z0)) = (h)

Die Funktion 7(h), die nur vom Abstandsvektor aber nicht vom Ort der Punkte p abhéngt,
wird Semivariogramm oder kurz Variogramm genannt. Es ist nicht schwer zu sehen, dafs aus
der Stationaritit zweiter Ordnung die intrinsische Hypothese folgt, aber nicht umgekehrt.

Fiir die Definition der Kovarianzfunktion wird der Erwartungswert m benétigt, wihrend
das Variogramm von diesem Wert unabhéngig ist. Das Variogramm wird daher von leichten
Trends weniger beeinfluit, wihrend die Kovarianzfunktion wegen der unsicheren Schitzung
des Mittelwertes davon stirker betroffen wird. Die Kovarianz und das Variogramm héngen
in folgender Weise zusammen:

5.7.4. Das Variogramm.

Ein Variogramm hat bestimmte charakteristische Merkmale, die die Art der rdumlichen
Abhéngigkeit der untersuchten Grofen beschreiben.

Variogramme sollen folgende Eigenschaften haben:

e v(0)=0

e v (h) > 0 fiir alle h (positiv definit)

e v (h) = v (—h) fiir alle h (Symmetrie)

e Die mehr oder weniger kontinuierliche Anderung des Parameterwertes im Raum
driickt sich darin aus, daf die Varianz des Inkrements mit der Groéfe h zunimmt.
Fiir kleine Abstéande sind die Unterschiede meist geringer als fiir grofere.

e Variogramme sind in der Ndhe des Ursprunges hiufig diskontinuierlich. Das bedeu-
tet, dak fiir alle h # 0 : v (h) > Cy > 0 gilt. Dieses Phinomen ist der sogenannte
Klumpeneffekt (nugget effect), der teilweise durch Mekfehler und teilweise durch
rdumlich nicht variable Zufallskomponenten in den Daten erklart werden kann.

Typische Variogramme sind in der Abbildung 5.7.1 schematisch dargestellt. Obwohl
nach der obigen Forderung +(0) = 0 gelten sollte, d.h. MeRwerte an derselben Stelle
theoretisch identische Werte ergeben miissen, strebt y(h) oft scheinbar einem positiven
Grenzwert zu fiir h — 0. Dieser Grenzwert wird Nugget-Varianz genannt und ist durch
Probennahme- und Mefungenauigkeiten sowie durch kleinstrdumige Varianz von Mefwer-
ten bedingt. Der Nugget-Effekt bestimmt zu einem grofen Teil die Préazision der Schétz-
werte nach der Kriging-Methode.

Mit zunehmender Entfernung h nimmt die Semivarianz +(h) héufig bis zu einem
bestimmten Wert zu und bleibt dann konstant.
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A

Semi— ohne definierten Bereich
Varianz raumlicher Abhangigkeit

raumliett unabhangige GroBen

fvgr‘t‘”e"e”‘ GroBen mit raumlicher Abhangigkeit

mit definiertem Bereich
Nugget— raumlicher Abhangigkeit
Varianz -T-

o=
Entfernung h

ABBILDUNG 5.7.1. Typische Variogramme

5.7.4.1. Ezxperimentelle Variogramme.
Grundlage der Berechnung des Variogramms sind neben den eigentlichen Mefswerten deren
Koordinaten. Die Semivarianz -y (h) ist definiert als:

N(h)
(57.1) y(h) === (foi+h) = [ (@)
i=1
mit
v (h) - Semivarianz fiir die Entfernung h zwischen den Mefspunkten p;
N (h) - Anzahl der Punktepaare mit dem Abstand h
f (ps)- Mewert am Punkt p;
f (pi + h) - Mefwert an einem Punkt mit dem Abstand h.

5.7.4.2. Theoretische Variogramme.
Die oben berechnete Abschidtzung eines Variogramms unter Einbeziehung von Mefwerten
ist zunéchst jedoch nur fiir eine endliche Anzahl von Abstédnden h definiert. Fiir eine Inter-
polation ist die Kenntnis des Variogramms im gesamten Untersuchungsgebiet notwendig.
Eine Extrapolation des experimentellen Variogramms zu einem theoretischen erfolgt {iber
Parameteranpassungen.

Es gibt vier elementare Typen von Variogrammen:

Reiner Klumpeneffekt. Gibt es keinerlei Korrelation zwischen den Zufallsvariablen an
verschiedenen Orten, so gilt:
= 0 falls h=0
7(h) {

¢ falls h>0
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Ein "reiner Klumpeneffekt” bedeutet, daf die Parameterwerte keine gleichméfige raumli-
che Kontinuitit aufweisen. Eine grofe Differenz zwischen den Mefkwerten kann sowohl bei
kleiner, wie auch bei grofer Entfernung zwischen den Mefpunkten auftreten.

Sphdrische Variogramme.

~(h) = c(%%—%?) falls h<a
= c falls h > a

Ezponentielles Variogramm.

Gauj$’sche Variogramme.

Auch Kombinationen dieser Variogramm-Modelle werden haufig in der Praxis angewendet.

5.7.4.3. Isotropie.

Fiir den Fall, dak die Semivarianz y(h) nur vom Abstand h zwischen Punktepaaren ab-
hdngt und nicht von der Richtung, wird das Variogramm isotrop genannt. Anisotropie
fiihrt dementsprechend zu unterschiedlichen Variogrammen fiir verschiedene Richtungen.
Praktisch werden zunichst Mefkwerte zu Variogrammen fiir die Hauptrichtungen waage-
recht /senkrecht und diagonal berechnet. Ergeben sich dabei gleiche Variogramme fiir alle
Richtungen, so kann ein Variogramm aus allen Werten berechnet werden, das dann die
gesamte Flache unabhéngig von der Richtung représentiert.

5.7.4.4. Anpassung verschiedener Variogramm-Modelle.
Anhand der Mefwerte aus einer Fliche werden zuniichst mit Gleichung 5.7.1 die expe-
rimentellen Variogramm-Werte berechnet. Durch diese Punkte muft dann eine stetige
Funktion gelegt werden, das eigentliche Variogramm. Eine automatische Anpassung kann
z.B. nach der Methode der kleinsten Quadrate geschehen.

5.7.5. Ordinary Kriging.
Eine Variogrammberechnung verrdt zwar viel iiber den zu untersuchenden Parameter,
aber als Ziel wird meist die Erstellung einer zuverlassigen Interpolation der Paramenter im
gesamten Gebiet betrachtet. Weiterhin ist man an der Genauigkeit der Karte interessiert.
Diesem Zweck dient die Kriging-Interpolationsmethode.
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Punkt-Kriging.
Fiir die Schitzung von Werten einer ortsabhéingigen Variable an einem Punkt, fiir den
keine Mefswerte vorliegen, wird eine Linearkombination vorhandener Mefwerte der Form

flp) = Zwi ()

verwendet. Die Gewichte w; werden so gewihlt, dafs die Interpolation erwartungstreu ist:

N
Zwi =1.
i=1

Die Minimierung der Schétzvarianz erfolgt mit Hilfe eines Lagrange-Parameters. So erhilt
man das ,,Ordinary Kriging System:

N
> wivpi—p)+n = ypj-p) Vi=1,.,N
=1

N
Zwi = 1.
=1

Die Schitzvarianz betrigt dann:
N
or=—pn—7p—p)+2> wiv(pi—p).
i=1
Fiir die interpolierten Werte kann eine Schitzvarianz angegeben werden, die nur von
der Lage und Entfernung der Nachbarknoten abhingig ist und nicht von deren Mefswerten.
Die Schitzvarianz kann also bei Kenntnis des Variogramms schon vor der Probennahme
fiir verschiedene Probennahmen-Konstellationen berechnet werden.

Wichtige Eigenschaften der Interpolation mittels Kriging sind

e Kriging ist ein exakter Interpolator: an den Mefkpunkten stimmen Mefswert und
Schatzwert iiberein.

e Die Kriging-Gewichte werden mit Hilfe des Variogramms, der Lage der Mefpunkte
und des zu schitzenden Punktes ermittelt. Daher spielt auch die relative Lage der
Mefspunkte eine Rolle.

e Die Kriging-Gewichte sind unabhéngig von den absoluten Mefwerten. Die gleiche
Konfiguration von Mefkpunkten fiihrt stets zu gleichen Gewichten, bei gleichen Va-
riogrammen.

e Weiter entfernte Mefspunkte erhalten kleinere Gewichte, wenn niherliegende Mes-
sungen vorhanden sind.

e Die Kriging-Gewichte konnen auch negative Werte annehmen. Daher ist die iibliche
Hypothese

max{Z(p")} < Z(p) < min{Z(p")}
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nicht unbedingt erfiillt.

Mefsnetzplanung.
Punkt-Kriging kann bei der Planung von Mefnetzen sehr vorteilhaft eingesetzt werden. Da
die Schitzvarianz eine Funktion der Gewichte w; ist, deren Gréfse nur von der Konfiguration
der Punkte, nicht aber von deren Ort oder den absoluten Mefiwerten selbst abhéngig ist,
kann bei der Planung des Mefnetzes bereits die gewiinschte Sicherheit bei der Interpolation
beriicksichtigt werden.

Das bedeutet, dal man in Kenntnis des Variogramms hypothetisch zusétzliche
Mefspunkte annehmen kann. Zu dieser MeRkonfiguration kann fiir jeden Punkt eine
Schétzvarianz bestimmt werden.

Beispiel im eindimensionalen Fall.
Man betrachte zwei Punkte p' und p? auf einer Geraden. Zu den Punkten gehore jeweils
ein Funktionswert f(p') und f(p?). Im folgenden soll fiir einen beliebigen Punkt p auf

der Geraden ein Funktionswert f(p) interpoliert werden. Es wird ein lineares Variogramm
angenommen: y(h) = h = d(p, q).
Die Kriging-Gleichungen haben dann folgendes Aussehen:
0- wy + d(p17p2)w2 = d(papl)
d(p27p1)w1 +0- Wy = d(p7p2)
Wy +wy = 1.
L&st man dieses Gleichungssystem, so erhilt man:
d(p®,p") + d(p,p') — d(p, p?)
2d(p, p")
po= dpp') —dp',p*)w,
wp = 1— Wa.

Analysiert man diese Losung, so hat man zwei Fille zu betrachten.

Im ersten Fall liegt der betrachtete Punkt p zwischen den Punkten p' und p? und es
gilt:
(5.7.2) d(p*,p") +d(p,p') — d(p,p*) = 2d(p,p')

und man erhalt

L dep)
d(p*, p?)

o d(p,p")
d(p*, p?)

po= 0,

was die gleichen Gewichte wie die lineare Interpolation oder die inverse Abstandsmethode
liefert.
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Im zweiten Fall liegt der Punkt p nicht zwischen den Punkten p' und p?, und man kann
die Vereinfachung in Gleichung 5.7.2 nicht durchfiihren. Man erhélt aber

fiir p > p?, daf wy = 1 gilt und

fiir p < p',dak w; = 1 gilt.
Der Funktionsverlauf ist konstant aufserhalb des Intervalls.

ABBILDUNG 5.7.2. Kriging-Interpolation zweier Punkte

Interessant ist der Verlauf der Varianz o?:

o’ (p) = —2wiwad(p', p?) 4 2 (wid(p', p) + w2d(p*, p))

welche als Vertrauenswiirdigkeit angesehen werden kann. An den Orginalpunkten ist
die Varianz Null, was bedeutet, daf diese Werte absolut sicher sind (Abb. 5.7.2). Die
Unsicherheit zwischen den beiden Stiitzstellen nimmt bis zur Mitte zu und hat dort ein
lokales Maximum. Auferhalb des Intervalls [p', p?] nimmt die Unsicherheit proportional
zum Abstand zu und wéchst ins Unendliche.

Block Kriging.

Das obige Beispiel hat gezeigt, dal man beim Punkt-Kriging mit recht groffen Spannweiten
(Ungenauigkeiten) rechnen muf. Andere Verfahren schitzen den mittleren Wert eines
Blocks, z.B. einer Fliche, ohne auf die Variabilitit innerhalb dieses Blocks einzugehen.
Diese Verfahren werden unter dem Begriff des Block-Kriging zusammengefaft. Die
Schitzung eines solchen Block-Mittelwertes ist natiirlich sicherer als die Schitzung eines
Punktes. Auf eine dedaillierte Darstellung wird im Rahmen dieser Arbeit verzichtet und
auf [179] verwiesen.
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Bemerkung.
Bei der Beschreibung von Variogrammen ist man mit Formen in Beriihrung gekommen, die
sehr nach Abstandsfunktionen bei der Shepard-Interpolation aussahen. Werden Variogram-
me mit Nugget-Effekt verwendet, so ist das Kriging-Verfahren kein exaktes Interpolations-
Verfahren mehr, sondern vielmehr ein Approximations-Verfahren.

5.8. Morphing

Ein ganz anderer Anwendungsbereich von Interpolationsalgorithmen ist das Morphing.
Hierbei werden nicht mehr nur skalare und vektorielle Grofen interpoliert, sondern es
erfolgt eine Interpolation zwischen graphischen bzw. geometrischen Modellen.

Das Morphing ist eine bekannte Technik zur Erzeugung weicher Ubergéinge zwischen
zwei Objekten, wie sie typischerweise bei Special-FEffects in Filmproduktionen verwendet
wird. Meist ist das Ziel solcher Verfahren, einen méglichst kontinuierlichen Ubergang vom
Ausgangsobjekt zum Zielobjekt zu generieren. Besonders einfach ist die Interpolation zwi-
schen Polyedern oder allgemein konvexen Zellen. Natiirlich mufs man sich beim Morphing
nicht nur auf zwei Ausgangsmodelle beschrénken, sondern kann zwischen mehreren Model-
len variieren (Abb. 5.8.1). Auf diese Weise entsteht ein Raum von Modellen.

' . m(A,B,y) . B
m(A,m(B,Cx),y) =
m(m(A ’ B ,y),m(A,C,y) ,X)

ABBILDUNG 5.8.1. Morphing von drei geometrischen Objekten

5.8.1. Morphing Raum.
Morphing operiert auf Objekten, welche sowohl real als auch virtuell seien kénnen. Mor-
phing im klassischen Sinne bendtigt zunéchst einmal zwei Objekte als Eingabe und erzeugt
ein Objekt als Ausgabe. All diese Objekte gehoren zur selben Menge von Objekten. Dies
wird im folgenden Axiom festgehalten.
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Axiom 5.8.1. Morphing operiert auf einer Objektmenge €).

Die Elemente der Menge 2 werden im weiteren mit grofsen latinischen Buchstaben
gekennzeichnet. Die Menge (2 ist der Bereich des Morphings und es wird vorausgesetzt,
dak diese nicht leer ist: © # ().

Eine Menge ist dadurch gekennzeichnet, daf ihre Elemente wohlunterscheidbar sind.
Folglich gibt es in Q eine Relation die mit ,,=* bezeichnet wird. Andere Relationen sind
zunéchst nicht definiert.

Ausgehend von der Grundmenge auf dem das Morphing wirkt, werden folgende zwei
Grundeigenschaften eingefiihrt:

e Der Prozefs des Morphing induziert eine Ordnung auf der Menge der zwischenliegen-

den Objekte.

e Die Menge der zwischenliegenden Objekte ist dicht im mathematischen Sinne.

Die Frage ist nun, wie bekommt man eine solche Menge zwischenliegender Objekte. Die
tibliche Herangehensweise ist iiber das Intervall [0, 1] der reellen Zahlen. Dabei kann man
die Zahlen des Intervalls als Identifikatoren fiir die Zwischenobjekte auffassen. Dieser Pa-
rameter wird dann Ubergangsparameter genannt. Folglich kann man Morphing als eine
Funktion von 3 Parametern auffassen. Dabei setzt man voraus, daf der Ubergangspara-
meter 0 das Quellobjekt und der Parameter 1 das Zielobjekt reproduzieren.

DEFINITION 5.8.2. Seien A, B € Q und = € [0,1]. Man bezeichnet m : Q x Q x & —
Q2 als Morphing-Funktion, wenn m wohldefiniert fiir alle € [0,1] ist und folgende
Gleichungen:

m(A,B,0) = A,
m(A,B,1) = B
gelten.
In den meisten Féllen bleibt die Einschrinkung auf das Intervall [0, 1] erhalten. Eine
Erweiterung auf alle reellen Zahlen ist jedoch denkbar, man spricht dann von extrapolie-
rendem Morphing.

Im weiteren werden Eigenschaften von Funktionen aufgefiihrt die im Rahmen von
Morphing-Funktionen relevant sind.

DEFINITION 5.8.3. Eine Morphing-Funktion ist injektiv, wenn fiir alle A, B € () die
folgende Implikation gilt:

r#y = m(A B,x) #m (A B,y).

Die Injektivitdt wird bei Morphing-Funktionen nur fiir den reellen Parameter x beno-
tigt. Die Injektivitit einer Funktion ermdglicht es, das Urbild eines Objektes zu bestimmen.

Neben der Injektivitit ist die Linearitdt und die Distributivitit einer Funktion eine
hilfreiche Eigenschaft.

DEFINITION 5.8.4. Eine Morphing-Funktion m ist linear, genau dann, wenn fiir alle
A, B € Qund z,y, z € [0,1] die folgende Gleichheit gilt:

m(m (A, B,z),m(A,B,y),z) =m(A,B,x+ z(y — x)) .
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Die Linearitét bezieht sich ausschlieflich auf den reellen Parameter (Abb. 5.8.2 ).

>

[ @ @ @
A D C=m(A,B,0.5) B
=m(A,B,0.25)
=m(A,C,0.5)

ABBILDUNG 5.8.2. Linearitit der Morphing-Funktion

DEFINITION 5.8.5. Eine Morphing-Funktion ist distributiv, genau dann wenn fiir alle
A, B, C € Qund z,y € [0,1] die folgende Gleichheit gilt:

m(A,m(A,C,z),y) =m(m (A, B,y),m(A,C,y),z).

Die Distributivitdt einer Morphing-Funktion ist in der Abbildung 5.8.1 dargestellt.
Im weiteren soll ein Morphing-Raum allgemein definiert werden. Hierzu wird angenom-
men, dak n Basisiobjekte zur Verfiigung stehen.

DEFINITION 5.8.6. Gegeben sei eine Menge von Objekten (2, ausgewahlte Objekte
By, By,..,B, 1 € Q, n € ¥ und eine Morphing-Funktion m : Q2 x 2 x ® — €. Seien
die Mengen ¥, C 2, ¢ € N wie folgt definiert:

Vo = {By,Bi,.; B},
\Ili = {m(C,D,:L‘) |C,D€\I/i_1,$E§R}.
Die Menge ¥ = ¥, C ) wird dann Morphing-Raum genannt.

Betrachtet man einmal diese Definition, enthilt die Menge W, alle Basisobjekte
By, By, .., B, 1 € Q. Die Menge U, enthilt alle Objekte, die durch Morphing aus je zwei
Basisobjekten erzeugt werden kénnen. Man konnte sagen, daf die Menge ¥, die Achsen
des Morphing-Raumes darstellen. Andererseits bildet ¥ die Kanten eines n-dimensionalen
Simplex. Die nichste Menge W, enthélt alle Objekte, die durch Morphing aus je zwei in
¥, entstehen konnen. Anders ausgedriickt enthilt Wy alle Ebenen zwischen zwei Achsen
bzw. die 2-Subsimplexe des n-dimensionales Simplex.

Ausgehend von der Modellvorstellung eines Simplex konnen alle Elemente des
Morphing-Raumes durch eine Linearkombination der Basiselemente dargestellt werden:

1=0
1=0
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5.8.2. Der Morphing-Raum als ein Vektorraum.
Ein Vektorraum war charakterisiert als eine Menge, auf denen eine Addition und eine ska-
lare Multiplikation definiert sind. Man kann nun zeigen, daf auch der Morphing-Raum ein
linearer Raum iiber R ist. Die erste Schwierigkeit, ndmlich die Definition eines Nullele-
ments kann man umgehen, indem man die leere Menge als Nullelement auffakt und By = ()
setzt. Nun kann eine skalare Multiplikation wie folgt festgelegt werden.

DEFINITION 5.8.7. Eine skalare Multiplikation & x ¥ — W ist fiir jedes Element A € ¥
durch

A :=m(D, A, N)
fiir alle A € R festgelegt.

Bei der Definition einer Addition kann man sich von der Vektoraddition im euklidischen
Raum inspirieren lassen.

DEFINITION 5.8.8. Die Addition ¥ x U — W von zwei Elementen A, B € V¥ ist gegeben
durch

A+B:=M(@®,m(A B,05),2).

Nun ist es nicht schwer zu zeigen, dafl der Morphing-Raum mit den eben eingefiihrten
Definitionen ein linearer Vektorraum ist, falls die Morphing-Funktion linear und distributiv
ist. Der Beweis ist nur technisch und wird deshalb nicht ausgefiihrt.

5.8.3. Technische Anwendungen des Morphing.

Das Morphing ist ein Beispiel, wie die unterschiedlichsten mathematischen Begriffe in eine
sehr abstrakten Formulierung zu einer neuen Modellvorstellung fithren. Es hat sich ge-
zeigt, dals man es unter Einhaltung bestimmter Bedingungen beim Morphing mit einem
Vektorraum zu tun hat.

Erste Anwendungen fanden Morphing-Algorithmen bei der Bearbeitung von Bildern
und bei Special-Effects in Filmproduktionen. Der Ubergang auf den dreidimensionalen
Raum erfolgte erst spit. Aber auch hier waren die Produzenten von Filmen die ersten
Anwender. Die Animation von Bewegungen wie auch die Verdnderung der Gestalt von
geometrischen Objekten lassen sich auf elegante Weise durch die Theorie des Morphing
sowie deren Algorithmen beschreiben. Besonders einfach gestalten sich solche Algorithmen,
wenn die zu beschreibende Geometrie durch Gitternetze gleicher Knotenzahl beschrieben
werden.

Anwendungen im technischen Bereich liefen lange auf sich warten. Eine naheliegen-
de Anwendung war und ist die Modellierung und Steuerung von Bewegungsablaufen bei
Robotern im Machinenbau. Analog fiihren Morphing-Algorithmen bei der Animation von
Verformungs- und Entwicklungsabldufen zu realistischen Darstellungen. Die Nutzung von
Morphing-Algorithmen im Bauingenieurwesen steht noch ganz am Anfang der Entwick-
lung. Es stehen auch hier zundchst Fragestellungen der Animation und Darstellung im
Vordergund. Betrachtet man beispielsweise Geographische Informations-Systeme, so sind
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diese gekennzeichnet durch eine Vielzahl von Daten unterschiedlichen Typs und unter-
schiedlicher Auflésung, die verwaltet werden miissen. Hat man es zum Beispiel mit Kar-
tenobjekten unterschiedlicher Skalen zu tun, so ist bei einer Navigation durch das System
ein weiches Uberblenden (Morphen) der Objekte beim Ubergang von einem zum nich-
sten Skalenbereich wiinschenswert. Werden die Objekte der unterschiedlichen Skalenbe-
reiche in Beziehung gesetzt, so realisieren schon einfache Morphing-Algorithmen ein wei-
ches Uberblenden. Werden neben den georaphischen Objekten in einem Geographischen
Informations-System auch zeitliche Entwicklungsprozesse beriicksichtigt, so kann eine fliis-
sige Animation von beispielsweise geologischen und 6kologischen Verdnderungen zu einem
wesentlich besseren Verstdndnis der Prozesse fiihren.

Ahnliche Anwendungen werden auch in anderen Bereichen des Bauingenieurwesens Ein-
zug halten. Hierbei ist zu erwarten, daf die beim Morphing einbezogenen Objekte nicht
mehr rein geometrischer Natur sind, sondern dafs ganze Systemzustdnde und Prozesse als
eigenstindige Objekte eines entsprechenden Morphing-Raumes aufgefalt werden. Dies
konnte dazu fiithren, daf beispielsweise eine Vielzahl von Projektstudien und Simulations-
ergebnissen in einem Archiv abgelegt werden und bei einem neu zu bearbeitenden Projekt,
zunichst eine gemorphte Aussage, aus den schon durchgefiihrten Projekten, generiert wird.
Hierdurch kann eine grobe Abschéitzung der zu erwartenden Phénomene gegeben werden.



KAPITEL 6

Anwendungen in der Umweltsystemmodellierung

Mit dem zunehmenden Einsatz der Informationsverarbeitung in allen Bereichen
des Bauingenieurwesens riicken Fragestellungen im Zusammenhang mit Datenbanken,
Informations-, Simulations- und Managementsystemen in das Aufgabenfeld des Bauin-
genieurs. Die Bebauungsentwicklung, die zunehmende Dimension von Ingenieurbauwerken
sowie neue Rahmenbedingungen des Umweltschutzes fiihren zu neuen qualitativen und
quantitativen Anforderungen an Planungs-, Durchfiihrungs- und Managmentaufgaben. Die
Modellierung von Umweltfragestellungen ist gekennzeichnet durch ihre Mehrdimensiona-
litdt in Raum und Zeit. Hinzu kommt die Vielfalt der zu beschreibenden Prozesse. Sind
bei klassischen Ingenieurobjekten, die Produkte menschlichen Schaffens sind, im allge-
meinen Material, Ausmafe und Systemverhalten bekannt bzw. gut abschétzbar, so hat
man es bei Umweltproblemen mit vielen unbekannten Gréften zu tun. Die Umweltsystem-
modellierung umfafst die Beschreibung von natiirlichen Prozessen wie dem Wasserkreislauf,
biologischen Wachstums- und chemischen Reaktionsprozessen in der Luft, dem Wasser und
Boden. Grundlage fiir die Modellierung bildet das zu analysierende System und das daraus
abgeleitete Modell. Im folgenden soll kurz auf einige grundlegende Begriffe eingegangen
werden.

Ein System besteht aus einer Menge von Elementen zwischen denen bestimmte Be-
ziechungen bestehen oder die nach bestimmten Regeln zu verwenden sind. Nicht alle in
der Umwelt vorkommenden Konstruktionen und Objekte werden als System bezeichnet.
Damit ein Objekt ein Systeme ist miissen allgemeine Merkmale erfiillt sein. Ein System
besitzt eine bestimmte Funktion, die einen Systemzweck definiert. Werden von einem Sy-
stem Elemente oder Beziehungen entfernt, so wiirde es seinen urspriinglichen Systemzweck
nicht mehr erfiillen. Ein weiterer wichtiger Aspekt eines Systems ist der Charakter seines
Verhaltens. Als statisch wird es in der Regel eingestuft, wenn sich sein Zustand in ei-
nem bestimmten Zeitabschnitt nicht verindert. Als dynamisch werden Systeme eingestuft,
wenn sich ihr Zustand in einem definierten Zeitintervall verdndert. Wiirde hingegen ein
beliebig langer Zeitraum betrachtet werden, wiirde jedes System dynamisch sein, da sein
Zustand immer gewissen Alterungserscheinungen unterliegt. Um reale Systeme beschreiben
zu konnen werden Modelle entwickelt.

Ein Modell ist eine vereinfachte reprisentative Darstellung eines Gegenstandes der
realen Welt oder des Ablaufes eines Prozesses, die eine Untersuchung oder Erforschung
erleichtert oder erst moglich macht. Da ein Modell eine vereinfachte Darstellung eines
Systems ist, reprisentiert es nur die dem Modell zugrunde gelegten Annahmen. Hierbei
ist es wichtig zu erkennen, daf ein in sich abgeschlossenes Modell immer konsistent ist,
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solange die zugrunde gelegten Annahmen eingehalten werden, auch wenn sich das Modell
nicht mit der Wirklichkeit vereinbaren 1dft. Zur Definition eines Modells fiir spezielle Um-
weltfragestellungen miissen die Eigenschaften des realen Systems beschrieben werden, die
zur Losung der Aufgabenstellung notig sind. Alle zur Losung nicht nétigen Eigenschaften
konnen vernachlassigt werden oder stark vereinfacht sein.

Das Aufstellen eines Modells, die Prozefsidentifikation und die Formulierung von Zusam-
menhéngen wird als Modellbildung bezeichnet. Werden dynamische Systeme untersucht,
so reicht es im allgemeinen nicht aus, die Prozesse formal zu beschreiben. Vielmehr wird
bei dynamischen Systemen dazu iibergegangen unter Verwendung von physikalischen und
numerischen Modellen das Systemverhalten iiber gewisse Zeitriume zu untersuchen. Ins-
besondere das Aufstellen von numerischen Simulationsmodellen ist in vielen Bereichen des
Bauingenieurwesen integraler Bestandteil der Modellbildung und eine wesentliche Grund-
lage zur Entscheidungsfindung. Numerische Modelle sind besonders gekennzeichnet durch
die Méglichkeit Prozesse prognostisch zu beschreiben, zerstorungsfreie Versagenssimulatio-
nen durchzufiithren sowie das Studium einer Vielzahl von Varianten zu erlauben.

Der Schwerpunkt in dieser Arbeit liegt im Bereich der Umweltsimulation, speziell der
Simulation von hydrodynamischen Prozessen im Kiistenbereich [132] (Abb. 6.0.1). Die
im Bauingenieurwesen interessierenden physikalischen Prozesse im Kiistenbereich zeichnen
sich durch unterschiedlichste Skalen sowohl in der értlichen Ausdehnung als auch in ihren
Zeitskalen aus. Der Charakter der hydrodynamischen Vorginge erfordert sowohl deter-
ministische als auch stochastische Modellbetrachtungen. Die physikalische Modellvorstel-
lung zur Beschreibung der Dynamik eines Wasserkorpers basiert auf den 3-dimensionalen
Navier-Stokes-Gleichungen. Diese zeitabhingigen partiellen Differentialgleichungen be-
schreiben die Transportvorginge im Wasserkorper. Die zwei wesentlichen Randbedingun-
gen bilden der Meeresboden und die freie Oberfliche des Wasseres als Grenze zur Luft. Die
Modellierung der Bathymetrie ist daher wesentlich fiir die Giite von Simulationsergebnissen
(Abschn. 6.1).

Im Rahmen numerischer Modelluntersuchungen ist es im allgemeinen nicht mdoglich
Globalmodelle zu betreiben. Vielmehr werden nur Ausschnitte (Teilgebiete) betrachtet.
Als Modellvorstellung hierfiir wird die Einbettung in eine globale Dynamik verwendet.
Die am Gebietsrand zu spezifizierenden Grofen beeinflussen wesentlich die Simulations-
ergebnisse (Abschn. 6.5) und damit auch die Qualitit der physikalischen Aussagen, die
daraus abgeleitet werden.

Weiterhin fithren der stochastische Charakter als auch das Unverstindnis von Teil-
prozessen hédufig zur Parametrisierung von physikalischen Prozessen. Die Identifikation
solcher Parameter und Parameterkombinationen ist eine im Ingenieurwesen hiufig auftre-
tende Aufgabe und erfordert ein hohes Maf an Erfahrung (Abschn. 6.6).

Neben den soeben am Beispiel von Modellen im Kiisteningenieurwesen dargestellten
Bereichen der Modellbildung wie Prozefidentifikation, Geometrieapproximation und Mo-
dellsteuerung, spielt die Generierung von Rechennetzen bei netzbasierten Simulationsmo-
dellen eine wichtige Rolle. Hierbei mufs klar zwischen der Geometriemodellierung und den
bendtigten Gitternetzen unterschieden werden. Bei der Geometriemodellierung geht es vor-
wiegend darum, die als Randbedingung zu betrachtenden im wesentlichen geometrischen
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ABBILDUNG 6.0.1. Stromungszustinde an der Siidspitze von Sylt

Eigenschaften moglichst gut zu beschreiben. Grundlage der Geometriemodellierung sind
im allgemeinen Naturdaten, die aus punktuellen Messungen stammen. Im Gegensatz da-
zu muf das Berechnungsnetz im Zusammenspiel mit der verwendeten Approximation die
abhéngigen physikalischen Gréfen und deren Dynamik wiedergeben konnen. Sowohl die
Generierung als auch die Ubertragung der Geometrieinformationen auf die Diskretisierung
des numerischen Modells konnen durch geometrische Algorithmen realisiert werden.

Ausgehend von der Modellbildung, den durchgefiihrten Simulationen und der Analy-
se der Ergebnisse, steht am Ende eines solchen Prozesses immer die Formulierung von
Empfehlungen und Aussagen.

6.1. Modellbildung bathymetrischer Daten

Fiir die Beurteilung morphologischer Anderungen in natiirlichen hydrodynamischen
Systemen sowie als Grundlage zur Erstellung von Modelltopographien in hydraulischen
und numerischen Modellen spielt die Handhabung grofler topographischer Datenmengen
eine wesentliche Rolle. Topographien konnen zusdtzlich zur klassischen Konturkarte
durch verschiedene analytische, numerische und digitale Methoden modelliert werden. Bei
der Aufnahme eines Geldndes, z.B. durch Fécherecholotungen bei Unterwasserstrianden
oder Laserscanaufnahmen bei Vorlandern und trockenfallenden Gebieten, entstehen im
allgemeinen grofse Mengen von Punktdaten. Die Punktférmigkeit der Messungen fiihrt
dazu, dak die zu beschreibende Flache nicht an allen Stellen definiert ist. Die Werte der
dazwischen liegenden Punkte miissen deshalb iiber ein angemessenes Modell interpoliert
werden. Hierzu wird angenommen, daf die raumbezogenen Daten rdaumlich zusammen-
hdngen. Raumlich unabhingige Daten konnen nicht interpoliert werden, da auf Grund
der Unabhéngigkeit der Daten aus den beobachteten Daten keine Informationen iiber die
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Daten an unbeprobten Orten gewonnen werden kénnen. Wie im Kapitel 5 aufgezeigt,
stehen hierfiir eine Vielzahl von Interpolationsmethoden zur Verfiigung. Wesentlich ist
nun, schon im Vorfeld der Untersuchungen ein geeignetes Modell zu wéhlen, denn auch
die Ergebnisse der verschiedenen Methoden kénnen sehr unterschiedlich sein. Die Qualitét
der interpolierten Ergebnisse héngt von der Genauigkeit, Anzahl und Verteilung der
der Berechnung zugrundeliegenden bekannten Punkte ab. Dies ist insbesondere bei der
Datenerhebung (Vermessung) zu beriicksichtigen. Weiterhin héngt die Qualitdt aber
auch davon ab, wie gut die mathematische Modellfunktion das darzustellende Phinomen
modelliert. So kann es sinnvoll sein, fiir unterschiedliche Phdnomene unterschiedliche
Interpolationsmethoden heranzuziehen.

6.1.1. Digitale Gelidndemodelle.

Besteht der Wunsch, eine reale Geldndeoberfliche zu beschreiben, so stehen sowohl klas-
sische Trager, wie topographische, See- oder allgemeine Konturkarten, als auch digitale
Realisierungen von Karten zur Verfiigung. Grundlage einer digitalen Karte ist das digitale
Geldndemodell, das sich aus flichenbildenden Polygonen, die die Geometrie der Erdober-
fliche approximieren, zusammensetzen.

Die wesentlichen Qualitdtsunterschiede der verschiedenen Interpolationsmethoden, die
bei der Generierung eines digitalen Gelindemodells eingesetzt werden konnen, werden
nicht, wie dies im Kapitel 5 geschehen ist, gegen eine analytisch gegebene Funktion aufge-
zeigt, sondern es wird ein natiirliches Beispiel herangezogen, der Unterwasserstrand eines
Buhnenfeldes vor der Nordseeinsel Norderney (Abb. 6.1.1). Die Verteilung der digitali-
sierten Geldndepunkte ist unregelméfig und entspricht realen Basisdaten, wie sie in Inge-
nieurprojekten anzutreffen sind.

Die erste und einfachste Methode zur flichigen Beschreibung von bathymetrischen
Daten war die Nutzung von Gelidndemerkmalen, wie Rinnen, Sandbdnken, Héfen usw..
Die Annahme der Konstanz der zu interpolierenden Parameter fiihrte zu einem gestuf-
ten Landschaftsmodell. Im zu interpolierenden Buhnenfeld wird angenommen, daf keine,
beziiglich Gelandemerkmalen vorgegebene Unterteilung vorliegt. Die Thiessen-Polygone
(Voronoi-Diagramme) fithren in einem solchen Fall zu einer natiirlichen (abstandsabhén-
gigen) Unterteilung des Gebietes beziiglich einer gegebenen Punktmenge. Werden allen
Punkten einer Voronoi-Region die Werte des Bezugspunktes zugeordnet, so wird von einer
Voronoi-Interpolation (Abschn. 5.3) gesprochen. Stufige Interpolationen werden bei
der Generierung von Rechennetzen fiir mehrdimensionale numerische Verfahren, bei denen
der Wasserkorper in Schichten diskretisiert wird, wieder interessant.

Wie in Abschnitt 4.3.1 dargestellt, konnen Nachbarschaftsbeziehungen aus Voronoi-
Diagrammen in der dualen Struktur der Delauny-Triangulation beschrieben werden.
Die entstehenden Dreiecksnetze bilden die Grundlage fiir Finite Element Interpolationen
der Bathymetrie wie auch als Rechennetze fiir numerische Verfahren auf der Grundlage der
Finiten Element Approximationen. Finite Dreiecksnetze haben ihren festen Platz als ein
Standardwerkzeug zur Generierung von digitalen Gelandemodellen. Eine ihrer Starken ist
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Dreiecks-Interpolation stufige Interpolation

klassische Shepard-Interpolation optimal Shepard-Interpolation

Natural Element Interpolation Kriging-Interpolation

ABBILDUNG 6.1.1. Vergleich der Interpolationen

die Moglichkeit durch manuelles Eingreifen (Umlegen von Kanten) oder das Festlegen von
Zwangskanten in Form von Isolinien sehr schnell gefillige Gelindemodelle zu generieren.
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Der wohl bekannteste Ansatz, aus punktuellen Informationen flichenhafte Aussagen
zu erhalten, kommt aus der Meteorologie und Geologie. Die Shepard-Interpolation
(Abschn. 5.6.1) ist eine sehr flexible Interpolation und die Basis einer Vielzahl modifi-
zierter Verfahren. Im Rahmen dieses Vergleiches wurde die klassische globale Shepard-
Interpolation und eine lokale Variante eingesetzt. Die klassische globale Shepard-
Interpolation fiihrt dazu, dafs die Stiitzstellen der Interpolation stark hervortreten, was
den Eindruck von Spitzen und Lochern hervorruft. Die optimierte Shepard-Interpolation
verwendet einen flexiblen Einflufsbereich, der so gewidhlt wird, daf nur die natiirlichen
Nachbarn zur Interpolation herangezogen werden. Diese Herangehensweise fiihrt zu einer
wesentlichen Glattung der Shepard-Interpolation. Die Ergebnisse dhneln stark denen, die
beim Kriging berechnet wurden.

Als letzte nicht statistische Interpolation wurde eine natiirliche Element Interpolation
(Abschn. 5.6.4) in den Vergleich mit einbezogen. Bei der natiirlichen Element Interpola-
tion wurden nur die natiirlichen Nachbarn zum zu interpolierenden Punkt herangezogen.
Im Unterschied zur optimalen Shepard-Interpolation, bei der ebenfalls nur die néichsten
Nachbarn herangezogen wurden, basiert die natiirliche Element Interpolation auf Fliachen-
verhéltnissen und nicht auf Abstandsverhéltnissen. Die natiirliche Element Interpolation
generiert bei der hier verwendeten Punktemenge die optisch glatteste Geldndeoberfliche.

Ein grofser Nachteil der soeben beschriebenen nicht statistischen Interpolationsmetho-
den ist die vom jeweiligen realen Problem unabhéngige Festlegung des rdumlichen Zusam-
menhangs.

Wird der rdumliche Zusammenhang in Abhéngigkeit von den betrachteten Daten ge-
wahlt, so spricht man von statistischen Interpolationverfahren. Ein klassischer Vertreter
ist hierfiir das Kriging (Abschn. 5.7). Bei der Bestimmung des Variogramms ergab sich
ein sehr beschrinkter Einflultbereich. Dies erklirt auch das dhnliche Aussehen der Inter-
polierten der optimierten Shepard-Interpolation und des Krigings.

Allgemein kann festgestellt werden, dafs es keine universell einsetzbare Interpolations-
methode gibt. Vielmehr gibt es fiir bestimmte Klassen von Problemstellungen eher geeig-
nete als ungeeignete Verfahren. Im Rahmen von digitalen Gelindemodellen, bei denen eine
relativ gleichméfige Verteilung der Stiitzstellen vorliegt, ist die natiirliche Element Inter-
polation zu favorisieren. Liegen Informationen im wesentlichen in den Randbereichen des
zu beschreibenden Gebietes vor, so hat sich die Shepard-Interpolation als geeignet heraus-
gestellt. Hierfiir ist die Bestimmung einer Ausgangswasserspiegellage aus den Randwerten
in Abschnitt 5.6.4 ein iiberzeugendes Beispiel. Geht es jedoch darum, durch Eingriffe des
Menschen entstandene Strukturen zu beschreiben, ist die Verwendung strukturierter Netze
vorzuziehen, da diese fiir Konstruktionsprozesse eher geeignet sind.

Werden neben den zu interpolierenden Werten Aussagen iiber die Vertrauenswiirdigkeit
beno6tigt, so kommt man um den Einsatz geostatistischer Verfahren nicht herum.

6.1.2. Sedimentbeprobungen.
Das Aufnehmen von Sedimentproben im Kiistenvorfeld stellt eine wesentliche Grundla-
ge fiir die Einschiatzung von Sedimenttransportvorgingen sowie fiir die Einschétzung von



6.1. MODELLBILDUNG BATHYMETRISCHER DATEN 153

Sedimentresourcen fiir kiistenbauliche Maknahmen dar. Solche Sedimentbeprobungen ha-
ben im allgemeinen einen punktuellen Charakter. Die Abbbildung 6.1.2 zeigt die Lage
der einzelnen Mefspunkte, welche unregelmifig iiber das Gebiet verteilt sind. Man ist

./_.

ABBILDUNG 6.1.2. Lage der Mefpunkte der Sedimentaufnahme

jedoch im allgemeinen nicht an den Punktdaten selbst interessiert, sondern méchte Infor-
mationen iiber die flichenhafte Verteilung des Sedimentes haben. Fiir die exemplarische
Durchfiihrung einer geostatistischen Interpolation wird im weiteren nur der mittlere Korn-
durchmesser betrachtet.
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ABBILDUNG 6.1.3. Experimentelles und theoretisches Variogramm

Ausgehend von einer Klassenbreite von einem Kilometer erhélt man das in Abbildung
6.1.3 dargestellte experimentelle Variogramm des mittleren Korndurchmessers. Ein Be-
reich der rdumlichen Abhéngigkeit (im Umkreis von 15 Kilometern) und ein Schwellwert
sind gut erkennbar. Als zugehoriges theoretisches Variogramm kommt ein exponentielles
Variogramm in Frage.
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Das Kriging Verfahren wurde fiir ein Raster von 500%700 Punkten durchgefiihrt, die
den Punkten des Bildschirmes entsprachen. Die Abbildung 6.1.4 zeigt die Ergebnisse mit
Hilfe eines Graustufen-Bildes.
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ABBILDUNG 6.1.4. Ergebnis des Kriging Verfahrens

6.1.3. Topographische Interpolationen in Raum und Zeit.
In den vorherigen Abschnitten wurden Interpolationen im Ort betrachtet. Das Ziel be-
stand hierbei in der Interpolation flichiger Daten, die zu einem bestimmten Zeitpunkt
aufgenommen worden sind. Im Rahmen des Umweltmonitoring kommt es in vielen In-
genieurbereichen zu Messungen von Parametern in unterschiedlichen Zeitintervallen und
differenzierten ortlichen Auflésungen. Beispielweise werden im Kiistenbereich Schiffahrts-
rinnen wesentlich haufiger Vermessen als trockenfallende oder sehr tiefe Bereiche (Abb.
6.1.5).

Werden diese Informationen in einer Datenbank gesammelt, so besteht haufig der
Waunsch, zu einem gewissen Zeitpunkt konsistente Tiefeninformationen in einem gewissen
Gebiet zu erhalten. Diese Aufgabe wirft zwei Fragen auf:

e Sind iiberhaupt Informationen vorhanden? Dies lauft darauf hinaus, daf der Konfi-
denzbereich der Datenerhebung bestimmt werden muf.

e Wenn Informationen im gewiinschten Bereich vorhanden sind, wie kann eine zu die-
sem Zeitpunkt wahrscheinliche Tiefenverteilung bestimmt werden?

Die erste Frage des Konfidenzbereiches 1afst sich recht einfach durch die Berechnung der
konvexen Hiille im Orts-Zeit-Raum beantworten.
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ABBILDUNG 6.1.5. Vermessungsbereiche im Orts-Zeit-Raum

Die Bestimmung einer wahrscheinlichen Tiefenverteilung ist zunéchst wieder ein klassi-
sches Interpolationsproblem (Abb. 6.1.6). Zu einem festgelegten Zeitpunkt kann beispiels-
weise an jedem Ort eine Tiefe mittels netzfreier Interpolation im Orts-Zeit-Raum berechnet
werden. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil der freien Wahl eines Gitters, auf welches die
Tiefenverteilung abgebildet wird. Dies erfordert eine gute Abstimmung der verwendeten
Abstandsfunktion auf die Ausdehnungen im Ort und in der Zeit.

A Zeit A Zeit

i - WT%

AN |

» -
Ort

Netzfreie Interpolation Ort Finite Element Interpolation

ABBILDUNG 6.1.6. Interpolation im Orts-Zeit-Raum

Bei einer anderen Herangehensweise wird zunéchst eine Simplizial- oder Zellzerlegung
des Orts-Zeit-Raumes beziiglich der Mefpunkte generiert. Die Bestimmung einer Tiefen-
verteilung lauft in diesem Fall auf eine Schnittbildung mit einer Hyperebene hinaus. Vorteil
dieser Herangehensweise ist, daf zur Interpolation der Tiefe nur topologisch benachbarte
Messungen herangezogen werden. Das entstehende Netz kann unter Umstédnden aber sehr
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unterschiedliche Netzweiten aufweisen. Verschiebt man die betrachtete Hyperebene konti-
nuierlich iiber die Zeit, so erhilt man einen Eindruck von der zeitlichen Entwicklung der
Tiefenverteilung.

6.1.4. Geometrische Algorithmen auf topographischen Daten.

Nachdem man in die Lage versetzt wurde, zu einem bestimmten Zeitpunkt mittels eines
digitalen Gelindemodells die Topographie bzw. Bathymetrie im Rechner zu beschreiben,
konnen weitere geometrische Algorithmen ihre Anwendung finden.

Das Verschneiden digitaler Gelindemodelle aus unterschiedlichen Zeitrdumen it bei-
spielsweise Aussagen iiber Massenbilanzen zu. Durch das geometrische Verschneiden des di-
gitalen Gelindemodells mit einer Fliche eines zu erwartenden Wasserstandes wird der Um-
weltingenieur in die Lage versetzt potentielle Uberflutungsgebiete zu identifizieren (Abb.
6.1.7). Sowohl im Kiistenraum als auch in Fluflandschaften erhélt man auf diese Weise,
ohne aufwendige Simulationen, gefahrdete Bereiche beziiglich eines Wasserstandes. Weite-
re Informationen solcher Untersuchungen kénnen Zusammenhangskomponenten sein, die
bei Versagen von Schutzbauwerken zusammenhingende Uberflutungsbereiche kennzeich-
nen. Wird der zeitliche Vorgang einer Flutwelle bené6tigt, kommt man um numerische
oder physikalische Simulationen der Vorgénge nicht herum. Aber auch hier bilden die di-
gitalen Gelindemodelle eine wesentliche Grundlage und bestimmen somit die Qualitéit der
Simulationen.

ABBILDUNG 6.1.7. Indentifikation von iiberfluteten Bereichen

6.2. Bodenmodelle

Bei der Planung und Realisierung von Bauvorhaben unterschiedlichster Art, der Nut-
zung von Naturressourcen und der Abschétzung von Risiken kiinstlicher Eingriffe werden
grofsmafsstibliche Informationen iiber geographische, geologische und andere Umweltda-
ten benotigt. Neben digitalen Gelindemodellen und flachigen Objekten, wie Altlasten-
Standorte, Miilldeponien usw. spielen numerische Modelle in der Geologie und Geotechnik
eine wichtige und heikle Rolle. Einerseits ist das Interesse an Ergebnissen grofs, denn es gibt
im allgemeinen keine alternative Erkenntnismoglichkeit. Nachzusehen, wie die Verhéltnisse
in mehreren Kilometern Tiefe wirklich sind, erfordern teure Bohrungen, was man allenfalls
unternehmen wiirde, wenn wirtschaftliche Interessen vorliegen. Andererseits fehlt dem In-
genieur dadurch haufig die Moglichkeit, seine Modelle und Annahmen an der Realitdt zu



6.2. BODENMODELLE 157

priifen. Mehr als andere Wissenschaften ist die Geologie also auf ein enges Zusammenspiel
zwischen Modellbildung und Simulation auf der Basis der erstellten Modelle angewiesen.

Auf Grund der geologischen Entwicklung besteht der Boden im allgemeinen aus Schich-
ten unterschiedlichen Aufbaus. Bodenschichtenmodelle geben dem Ingenieur Aufschlufs
tiber den Verlauf von Erdschichten im (Bau-) Grund. Neben Haupt- und Nebenbodenar-
ten konnen Hérte, Schichtung, Verwitterungsgrad, Feuchtigkeit und andere Eigenschaften
von Interesse sein. Die Kenntnis dieser Bodenstrukturen sowie die Kenntnis iiber ver-
schiedene Grundwasserleiter und Stauschichten, sind unter anderem zur Beurteilung der
Stabilitdt von Bauten, zur Beurteilung der Grundwassersituation und Risikoanalyse bei
Schadstoffeintrag in das Erdreich notwendig.

Durch die Entnahme von Bohrproben wird versucht, den Verlauf der Bodenschichten
zu bestimmen. Solche Bohrproben (Abb. 6.2.1) sind sehr kostspielig und so wird versucht,
mit moglichst wenigen auszukommen. Um den Verlauf solcher Erdschichten zu model-
lieren wird angenommen, dafs sich die einzelnen Erdschichten stetig verdndern. Es muf
jedoch darauf hingewiesen werden, daf von einem solchen stetigen Verhalten generell nicht
ausgegangen werden kann.

ABBILDUNG 6.2.1. Gelandeoberflache und Bohrkerne

Zum Aufbau der dreidimensionalen Bodenstruktur werden die Geldndeoberfliche und
mehrere Bohrprofile herangezogen. Hierbei sind die Bohrprofile mit der Geldndeoberfla-
che verkniipft. Es ist hdufig notwendig, daf von einem Fachmann eine Vereinheitlichung
der Bohrprofilinformationen durchgefiihrt werden muf ([14],[141]), um eine automatische
Modellgenerierung zu ermoglichen.

Die zu beschreibende Geldndeoberfliche kann durch ein zweieinhalbdimensionales digi-
tales Gelandemodell reprisentiert werden, das z.B. aus einem Dreiecksnetz bestehen kann.
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Die Bohrprofile werden mit der Oberfliche verkniipft und beinhalten die Bodenschichten-
information des Bohrprofils. Je nach Notwendigkeit konnen diese als Liniensegmente oder
Zylinder modelliert werden.

Die Modellierung des dreidimensionalen Verlaufs der Bodenschichten kann unter be-
stimmten Umstdnden durch Interpolation von Grenzschichten erfolgen (Abb. 6.2.2). Hier-
zu werden die Schichtgrenzen in jedem Bohrprofil identifiziert und gekennzeichnet. In
einem zweiten Schritt wird die dreidimensionale Lage einer ausgewéhlten Schichtgrenze
in allen Bohrprofilen als Stiitzstellen einer zweieinhalbdimensionale Fliche aufgefafst. Die
Bestimmung der Lage dieser Grenzfliche zwischen zwei Bodenschichten an jedem Ort des
betrachteten Gebietes kann unter Zuhilfenahme der in Kapitel 5 dargestellten Interpolati-
onsverfahren erfolgen. Eine solche Herangehensweise erfordert im allgemeinen die Existenz
der entsprechenden Grenzschichten im gesamten Gebiet. Das Verschwinden von Boden-
schichten kann in solchen Fillen durch das Zusammenlegen von Grenzen verschwindender
Bodenschichten erfolgen.

ABBILDUNG 6.2.2. Aus den Bohrkernen interpolierte Bodenschichten

Der Grundwasserspiegel bzw. die Grundwasserleiter konnen auf analoge Weise mo-
delliert werden und bilden die Grundlage fiir geotechnische Berechnungen und Nachwei-
se. Haufig verwendete Darstellungen sind entsprechende Isobaren und Isolinien des ersten
Grundwasserleiters. Solche Isolinien werden aus Brunnenpegeln bestimmt und kénnen
durch Einbeziehung von geologischen Gegebenheiten wesentlich verbessert werden.

Der weiter hinten vorgestellte Algorithmus zur Bestimmung von Parameterkombinatio-
nen (Abschn. 6.6) kann zur Berechnung von Isolinien beziiglich unterschiedlicher Interpola-
tionsfunktionen herangezogen werden. Aber nicht nur die Wahl der Interpolationsmethode
ist ausschlaggebend fiir die Qualitdt des Schichtenmodells. Das verwendete Bezugsniveau
muf den geologischen Gegebenheiten angepalfst werden. Interpoliert man beispielsweise die
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Bohrkerninformationen entsprechend der relativen Tiefe zur Geldndeoberfliche, so geht
man davon aus, daft der Boden als gefaltet angenommen wird. Interpolationen beziiglich
eines theoretischen Nullniveaus sind hingegen besser zur Wiedergabe von Ablagerungs-
strukturen geeignet.

Wesentlich schwieriger ist die Bestimmung geologischer Strukturen, wenn von nicht zu-
sammenhéingenden Schichtformationen ausgegangen werden muf. Durch die Faltung und
das Brechen grofser geologischer Strukturen sowie anschliefender Erosion kénnen Gesteins-
schichten an der Erdoberfléche aufthéren bzw. bis in tiefe Erdregionen verschoben sein. Die
Rekonstruktion solcher Strukturen aus wenigen Daten ist ein schwieriger Prozefs und kann
haufig nur mit viel Erfahrung geldst werden. Geometrische Algorithmen stellen auch hier
gute Werkzeuge zur Verfiigung um den Experten bei seiner Arbeit zu unterstiitzen.

ABBILDUNG 6.2.3. 2-dimensionale Voronoi-Zerlegung

In der Abbildung 6.2.3 ist ein fiktiver Schnitt durch eine geologische Struktur aus
punktuellen Informationen (farblich gekennzeichnet) zu rekonstruieren. Werden zu den
Beprobungen die zugehorigen Voronoi-Regionen in der euklidischen Metrik konstruiert, so
lassen sich zusammenhingende Strukturen identifizieren, aber auch nichtzusammenhin-
gende Schichten beschreiben.

Diese Vorgehensweise 1idft sich auf natiirliche Weise in den dreidimensionalen Raum er-
weitern, so dafs eine vollstindige Beschreibung dreidimensionaler geologischer Strukturen
moglich wird (Abb. 6.2.4)[135]. Sowohl in der Ebene als auch im dreidimensionalen Raum
ist erkennbar, daft die Grenzen zwischen den Schichten ein sehr kantiges Aussehen haben.
Durch geeignet glittende Algorithmen kann ein gefélligeres Aussehen der Schichtstruktu-
ren realisiert werden. Erinnert man sich an die Abbildung 2.4.2 in der Voronoi-Zerlegungen
beziiglich unterschiedlicher Metriken dargestellt sind und daran, daf man Wichtungen von
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Abstandsfunktionen vornehmen kann, so eroffnet sich ein breites Feld von moéglichen Modi-
fikationen des beschriebenen Verfahrens um spezifische geologische Eigenschaften einfliefsen
zu lassen.

ABBILDUNG 6.2.4. 3-dimensionale Voronoi-Zerlegung (aus [135])

Simulationsmodelle konnen ausgehend von Bodenmodellen Prozesse im Boden beschrei-
ben oder die Auswirkung von Eingriffe in Form von Bauwerken auf Bodenprozesse und
deren Riickkopplung auf das Bauwerk beschreiben [57]. Sowohl der Boden als auch die
eingebrachten Ingenieurkonstruktionen lassen sich durch Zellen und Zellzerlegungen be-
schreiben.

6.3. Geographische Informations-Systeme

In den letzten beiden Abschnitten ist auf die Modellierung von Geldndeoberflichen und
Bodenformationen eingegangen worden. Diese beiden Einzelmodelle sind hiufig Bestand-
teil eines Geographischen Informations-Systems.

Geographische Informations-Systeme (GIS) behandeln in geeigneter Weise gemein-
schaftlich topographische Daten und solche, die nicht topographischer Natur sind (Sachda-
ten). Unter der Topographie wird alles das verstanden, was auf der Erde sichtbar ist. Die
Verkniipfung von geometrischen mit den Sachdaten unterscheidet GIS grundlegend von
Computer Aided Design (CAD) Systemen, bei denen die Geometrie die einzig verwendete
Information ist.

Was man unter einem Geographischen Informations-System zu verstehen hat, ist nicht
eindeutig geklart. Die Spannweite von Systemen, die unwidersprochen als GIS zihlen,
reicht von grofsen, meist modularen Systemen bis hin zum weniger aufwendigen, kleinen
»Desktop-GIS*. In Anlehnung an [37] wird im weiteren folgende Definition verwendet. Ein
Geographisches Informations-System besteht aus einem Software-Paket plus Datensamm-
lung, um in einem datenbankbasierten System raumbezogene Informationen zu erfassen,
speichern, verwalten, analysieren und vor allem grafisch auszugeben. Somit werden schon
einfache Routenplaner als GIS aufgefafst. Die Tendenz bei der Entwicklung von Geogra-
phischen Informations-Systemen geht jedoch hin zu modularen Systemen, die auch die
Integration numerischer Modelle beinhalten ([147]).
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Die Mehrzahl der Geographischen Informations-Systeme ist gekennzeichnet durch ei-
ne Zweiteilung der Daten und Informationen in geometrische Informationen und Sach-
daten. Diese kiinstlich erscheinende Zweiteilung ist historisch entstanden und begriindet
in den Schwierigkeiten, Geometriedaten in relationalen Datenbanken zu speichern. Ob-
jektorientierte Methoden und Datenbanken er6ffnen neue Moglichkeiten, Geometrie- und
Sachdaten ganzheitlich zu betrachten und zu behandeln. Der Ansatz eines punktbasierten
Informationsmodells, wie in [161] vorgestellt, dokumentiert die Tragfahigkeit eines solchen
Konzeptes.

0BG
>

ABBILDUNG 6.3.1. Grafische Nutzeroberflache der Informationsbasis in
MorWin [163]

6.3.1. Typen Georaphischer Informations-Systeme.

Auf Grund der Vielzahl sehr unterschiedlicher Anwendungen in denen geographische In-
formationen mit Sachdaten verbunden werden, ergeben sich vielfiltige Spezialisierungen
Georaphischer Informations-Systeme.

Den Bediirfnissen des Vermessungswesens angepalt, entstanden Land-Informations-
Systeme (LIS). Zentrale Fragestellungen sind die exakte geometrische Erfassung und
Laufendhaltung des Grund und Bodens sowie hiermit verkniipfter Sachdaten. Sie sind ein
Instrument zur Entscheidungsfindung in Recht, Verwaltung und Wirtschaft. Den Bediirf-
nissen von Raumplanern, Demoskopen und Geographen angepalkte Informationssysteme
basieren auf Datensammlungen zur Bevolkerungs-, Wirtschafts- und Siedlungsentwicklung
und werden als Raum-Informations-Systeme (RIS) bezeichnet. Die Aufgabenbereiche
reichen von der FErfassung der Bevolkerungsentwicklung, Wirtschaft und Siedlungen
bis hin zur Aufstellung von Entwicklungsprogrammen. Eine weitere grofte Gruppe von
Geographischen Informations-Systemen bilden die Umwelt-Informations-Systeme (UIS).
Sie sind gekennzeichnet dadurch, daf sie Daten und Informationen beriicksichtigen, die
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den Zustand der Umwelt hinsichtlich Belastung und Gefihrdung charakterisieren und
bilden die Grundlage fiir Entscheidungen im Umweltschutz. Die grofte Gruppe der GIS-
Nutzer verwenden Netz-Informations-Systeme. Zentrale Aufgabe sind die Dokumentation
und Bearbeitung von Betriebsmitteldaten, z.B. Kundendaten und Daten zu Leitungs-
netzen und Anlagen. Zum Abschluf sei auf eine besondere Klasse von Georaphischen
Informations-Systemen, den Fach-Informations-Systemen (FIS) eingegangen. In diese
Kategorie werden solche Raumbezogenen Informations-Systeme eingeordnet, fiir die keine
der bisherigen Auspragungen zutrifft.

6.3.2. Datenmodellierung.
Die Abbildung verschiedenartiger Ausgangsdaten in Geographischen Informations-
Systemen erfordert eine geeignete und systematische Datenmodellierung. In der Regel
werden zur Strukturierung der Daten eine Drei-Ebenen-Hierarchie herangezogen, wobei
die unterste Ebene die Geometrie enthilt, die in der Regel durch Koordinaten gegeben ist,
die mittlere Ebene die Topologie aufnimmt, und die oberste Ebene die semantische Be-
deutung des raumbezogenen Objektes wiedergibt. Die klare Trennung zwischen Geometrie
im engeren Sinne und der Topologie erlaubt im allgemeinen eine bessere Uberpriifung des
Datenbestandes und nach der Bereinigung der topologischen Fehler auch dessen Analyse.

Die Geometrie von rdumlichen Objekten wird durch die relative Lage von Punkten und
durch ihre Form vollstindig beschrieben. Bei den Geometriedaten wird eine Einteilung in
Raster- und Vektordaten vorgenommen.

Die kleinste Einheit der Rasterdaten ist das Pizel in der Ebene, bzw. das Vozel im
dreidimensionalen Raum. Die einzelnen Rasterzellen sind dabei zumeist rechteckig, es sind
aber auch Dreieck- und Sechseckstrukturen moglich. Dem von einer Zelle iiberdeckten
Gebiet wird eine bestimmte Imformation, auch Attribut genannt, zugeordnet. Die Art
der Information kann von einer Hohenangabe iiber Angaben zu Niederschlagsmenge bis
zur Darstellung soziologischer Grofen nahezu jede thematische Information enthalten. Die
Daten werden im allgemeinen durch Scannen der Erdoberfliche vermittels satellitengetra-
genen Spezialkameras oder von analogen Vorlagen erhoben. Das Rasterbild als Ganzes
kann als Matrix aufgefafst werden, auf die ohne grofte Schwierigkeit zahlreiche Operationen
ausgefiithrt werden konnen. Die wichtigste davon ist die Verschneidung, wobei die Matrix-
elemente zweier Bilder jeweils iiber logische Operatoren miteinander verglichen werden,
um daraus weitere Informationen abzuleiten. Die topologischen Beziehungen der einzelen
Rasterzellen zueinander beschrinken sich im wesentlichen auf Nachbarschaftsbeziehungen
und die Ordnung nach der Position der Pixel.

Werden raumbezogene Objekte ausschlieflich iiber Punkte beschrieben, so wird von
Vektordaten gesprochen. Im zweidimensionalen Raum wird beispielsweise die Gerade
durch zwei Punkte und die Fliache durch einen geschlossenen Polygonenzug, dessen Ecken
auch wieder Punkte sind, dargestellt.

Sowohl bei der Aufnahme als auch bei der Pflege solcher Daten kommen geometrische
Algorithmen zum Einsatz. Hauptanwendungsgebiet fiir Vektordaten sind Liegenschafts-
kataster, Digitalisierungen von analogen Karteninformationen, Leitungsdokumentationen
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und Planung sowie Konstruktionen am graphischen Arbeitsplatz. Neben den geometri-
schen Attributen der Vektordaten haben sich fiir die topologischen Eigenschaften Graphen
(Abschn. 2.10) als geeignete Darstellungsform herausgestellt.

Das geometrische Modellieren von rdumlichen Objekten bildet die Basis der
Dreiebenen-Hierarchie. Beim geometrischen Modellieren von dreidimensionalen Objekten
wird zwischen analytischen und approximierenden Verfahren unterschieden. Analytische
Verfahren basieren auf Fldchengleichungen oder Standardvolumen und approximierende
Verfahren auf Interpolationen oder Approximationen in finiten Elementen. Der iiber-
wiegende Teil der in geographischen Informations-Systemen eingesetzten geometrischen
Modellierern hat seine Wurzeln im Bereich der CAD-System (Abschn. 3.5). Die wichtig-
sten Modellansétze aus dem CAD-Bereich sind die einfachen Kanten- oder Drahtmodelle,
Flachen- oder Blockmodelle und die Volumenmodelle. Einfache Objekte konnen hiufig
durch eine feste Anzahl von Parametern wie z.B. Lange, Breite, Hohe usw. charakteri-
siert werden. Solche parametrischen Darstellungen geometrischer Objekte eignen sich
besonders bei Variantenkonstruktionen, wo es beispielsweise um reines Vergrofern oder
Verkleinern geht. Miissen komplexere Objekte dargestellt werden, so besteht eine weitere
grundlegende Methode darin, diese Objekte in {ibersichtlicher Weise aus einfachen Bau-
steinen zusammenzusetzen. Eine solche Zellzerlegung besteht aus einfachen zusammen-
héngendenTeilkorpern (z.B. Wiirfel, Tetraeder usw.), welche Zellen genannt werden. Eine
geeignete Modellgrundlage bilden hierbei die euklidischen Komplexe bei konvexen polygo-
nalberandeten Teilkdrpern bzw. topologische Komplexe bei topologischen Zellen (Kap. 3).
Bei der Randdarstellung wird ein rdumliches Objekt durch seine Begrenzungselemente
beschrieben. Die Randdarstellung stellt eine Erweiterung der einfachen Flichenmodellie-
rer dar, in der Hinsicht, dafs nicht nur Nachbarschaften zwischen den einzelnen Flichen
gespeichert werden, sondern jede Fliche zusétzlich Information dariiber speichert, welche
Seite nach innen und welche nach aufen zeigt. Als letztes seien in diesem Zusammenhang
die konstruktiven Modellierer genannt, die die Objekte mittels regulirer Mengenope-
rationen und entsprechender Positionierung konstruieren.

Es hat sich gezeigt, dafs sich die geometrische Modellvorstellung des Komplexes in
seinen verschiedenen Ausprigungen, wie er in den Abschnitten 3.3 und 3.4 beschrieben
wurde, sehr geeignet fiir die Beschreibung der Geometrie in Geographischen Informations-
Systemen ist. Sowohl Randmodellierer als auch Zellzerlegungen sowie die Komposition von
Objekten unterschiedlichster Dimension in einem Geographischen Informations-Systemen
lassen sich mit dieser Modellvorstellung realisieren.

Neben der absoluten geometrischen Lage von Objekten spielen in vielen Bereichen
Geographischen Informations-Systeme relative Eigenschaften der Objekte untereinander
eine wichtige Rolle. So sind im Rahmen von Katasterplinen Nachbarschaftbeziehungen
richtig wiederzugeben und zu iiberpriifen. Eigenschaften wie die der Nachbarschaft, der
Geschlossenheit, der Schnittpunkttreue, der Randeigenschaft sowie der Trennung von Innen
und Aufen sind topologischer Natur (Abschn. 2.3). Das topologische Modellieren
innerhalb Geographischer Informations-Systeme erlaubt zum einen Konsistenzpriifungen
der Daten sowie Abfragen iiber kiirzeste Wege innerhalb der raumbezogenen Daten, zum
anderen werden wesentliche Hilfsmittel fiir die Présentation der Daten und Verwaltung von
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Querverweisen unter ihnen zur Verfiigung gestellt. Eine topologische Strukturierung der
Daten hat den Vorteil, raumbezogene Objekte ohne Kenntnis ihrer Koordinaten in ihren
gegenseitigen Beziehungen zu manipulieren. Diese koordinatenfreien Manipulationen sind
wesentlich effizienter als ihre geometrischen Aquivalente.

In der dritten Ebene, dem thematischen Modellieren werden Zuweisungen unter-
schiedlicher Thematik zur Geometrie realisiert. Die thematische Modellierung ist stets
von der Anwendung abhéngig. Es finden sich jedoch grundlegende Konzepte und somit
Gemeinsamkeiten in vielen, voneinander unterschiedlichen Problemstellungen. Diese all-
gemeinen thematischen Modelle kdnnen in generell zwei unterschiedliche Vorgehensweisen
unterteilt werden. Die dltere Methode ist das Ebenen- oder Folienprinzip und das neuere
das Objektklassenprinzip. Geometrische Algorithmen spielen bei der thematischen Model-
lierung nur am Rande eine Rolle.

Durch das immer stiarkere Zusammenwachsen Geographischer Informations-Systeme
mit numerischen Simulationsmethoden, gewinnt der Bereich der Kopplung beider Systeme
an Bedeutung.

6.4. Gitternetze fiir numerische Verfahren

Ausgehend von einer guten Geometrieapproximation wird durch den Einsatz von nu-
merischen Simulationsmodellen der Versuch unternommen, dynamische Prozesse der Natur
wiederzugeben. Viele dieser Prozesse lassen sich durch zeitabhéngige partielle Differenti-
algleichungen beschreiben. Zur numerischen Approximation solcher Gleichungen wurden
unterschiedliche Methoden entwickelt. Losungsverfahren sind die Methode der Finiten
Differenzen, Finiten Elemente und Finiten Volumen sowie verschiedene Charakteristiken-
Verfahren. Nur die Charakteristiken-Verfahren bendtigen keine Rechennetze, an deren
Knoten die Werte der unbekannten Losung bestimmt werden miissen. Die Generierung
von Gitternetzen und deren Qualitéit sind entscheidend fiir die Zuverlissigkeit der Simula-
tionsergebnisse der ersten drei Methoden.

Fiir eine Vielzahl von numerischen Verfahren in der Umweltsystemmodellierung stel-
len euklidische Komplexe (Abschn. 3.3) eine geeignete Modellvorstellung dar. Nicht nur
Gitternetze im herkémmlichen Sinne lassen sich so realisieren. Vielmehr ist man in der La-
ge, durch den Einsatz euklidischer Komplexe Modellklassen unterschiedlicher Dimensionen
zusammenzufiithren. Beispielsweise kann ein Astuar durch eine Verkniipfung eindimensio-
naler Zellen zur Beschreibung eines Flusses iiber zweidimensionale Netze zur Beschreibung
von Wattgebieten bis hin zu dreidimensionalen Gitternetzen zur numerischen Simulation
von dreidimensionalen Stromungsvorgéngen modelliert werden (Kopplung Finiter Elemen-
te unterschiedlicher Dimension, Abb. 6.4.1).

Bei der Netzgenerierung miissen die Geometriedaten der Datenbasis auf die Knoten und
Elemente des Gitternetzes abgebildet werden. Diese enge Bindung zwischen Geometrie-
modell und Gitternetz fiir ein Berechnungsverfahren darf jedoch nicht dazu fiihren beide
gleich zu setzen. Vielmehr ist eine klare Trennung zwischen ihnen notwendig. Das Geo-
metriemodell (Basismodell) wird vielfach als unverdnderlich angesehen, wohingegen das
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Flachwassergebiet 2D

Rinnen 3D

ABBILDUNG 6.4.1. Prinzipmodell eines Astuars

Berechnungsnetz den Erfordernissen der zu beschreibenden Phinomene angepalst werden
muf. Dies bedeutet, dak das zu erzeugende Rechennetz in Bereichen erhohten Interesses
und erhohter Dynamik mehr Elemente und Knoten enthalten mufs, als in Regionen un-
tergeordneter Dynamik. Bei der problemorientierten Anpassung (Adaption) von Gittern
unterscheidet man die a priori und a posteriori Adaption. Bei der a priori Adaption
wird eine Problemanpassung des Gitters vor der numerischen Simulation auf der Grundla-
ge vorhandener Kenntnisse oder Abschitzungen iiber das Losungsverhalten durchgefiihrt.
Bei der a posteriori Adaption dagegen wird fiir die Anpassung des Gitters im Sinne einer
Riickkopplung auf Berechnungsergebnisse zuriickgegriffen.

Zeitabhéngige Probleme erfordern unter Umsténden eine dynamische a posteriori Adap-
tion des Gitters, was bedeutet, dak das Gitter wihrend der Simulation zyklisch den Gege-
benheiten und Notwendigkeiten angepaltt wird.

Zur Steuerung solcher geometrischen Algorithmen der Netzverfeinerung und -reduktion
miissen neben geometrisch-topologischen Konsistenzbedingungen weitere Regeln formuliert
werden. Hierbei sollten folgende Schwerpunkte beriicksichtigt werden:

1. Korrekte Wiedergabe der die physikalischen Phinomene determinierenden Eigen-
schaften (z.B. Topographie, Tiefengradienten).

2. Korrekte Wiedergabe der zu beschreibenden physikalischen Phénomene (z.B. Ge-
schwindigkeitsgradienten, Walzen).

3. Korrektheit des numerischen Verfahrens (z.B. Minimierung eines Rechenfehlers, Ele-
mentwahl, Winkelkriterien).

4. Stabilitit des numerischen Verfahrens (z.B. Courant-Bedingung).

Hierbei kennzeichnet die Position in der Aufzdhlung gleichzeitig die Wichtung des entspre-
chenden Kriteriums. Die numerische Stabilitit ist ein nicht zu unterschéitzendes Problem,
darf jedoch erst an letzter Stelle bei einer Optimierung von Rechennetzen stehen. Wird
davon ausgegangen, dafs die Abbildung der Geometrie und Basisdaten auf das Rechennetz
mittels Interpolationsverfahren (Kap. 5) korrekt ist, so spielt der zweite Punkt eine zen-
trale Rolle. Die korrekte Wiedergabe der zu beschreibenden physikalischen Phinomene ist
in hohem Mafe problemabhéngig und schwer zu verallgemeinern.

Da bei der a priori Adaption eines Gitters keine Simulationsergebnisse zur Verfii-
gung stehen, werden die Anforderungen an das Gitter aus den Erfahrungen des Anwenders
oder aus Abschiatzungen gewonnen. Anhand dieser Anforderungen lassen sich Grofe und
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Form der Gitterelemente optimieren. Ein allgemeiner Erfahrungsgrundsatz fiir Finite Ele-
ment Methoden ist beispielsweise die Tatsache, daf ein Netz anzustreben ist, in dem die
minimalen Winkel der Elemente maximiert werden. Eine solche Elementformoptimierung
kann mit dem baryzentrischen Verfahren erreicht werden [142]. Die Modellvorstellung
dieses Verfahrens ist die, dafs alle Rechenknoten des Netzes mit Federn verbunden sind.
Algorithmisch erfolgt dies iiber ein iteratives Verfahren. Ein Patchmittelknoten wird in
den Schwerpunkt der Knotenkoordinaten der Patchrandknoten verschoben. Da alle inne-
ren Knoten Patchmittelknoten sind, wird dieses Vorgehen solange durchgefiihrt, bis keine
wesentlichen Ortsdnderungen der Knotenlagen auftreten. Hierbei muf darauf hingewiesen
werden, daf die zugehorigen physikalischen Zustandsgrofen aus einer Referenzgeometrie
interpoliert und die korrekte Wiedergabe der die physikalischen Phinomene determinieren-
den Eigenschaften garantiert werden miissen. Unter Umstidnden miissen nach einer solchen
Optimierung wieder neue Knotenpunkte eingefiigt werden. In der Abbildung 6.4.2 ist diese
Vorgehensweise, ausgehend von einer Polygonvermaschung der Randkurve, fiir die Lagune
von Venedig dargestellt. Es ist zu erkennen, daf eine solche einfache Vorgehensweise schon
dazu fithrt, daf in Bereichen zu erwartend hoher Dynamik automatisch kleinere Elemente
erzeugt werden. Solche Verfeinerungen konnen aber auch durch explizite Bedingungen er-
zwungen werden. Wird beispielsweise ein hyperbolisches Seegangsmodell im Kiistenvorfeld
angewendet, so ist eine Auflosung von einer Stiitzstelle je Wellenldnge im Kiistennahbereich
eine notwendige Bedingung [130].

1. Verfeinerungsschritt

Rechennetz Tiefenverteilung

ABBILDUNG 6.4.2. Durch baryzentrische Verfeinerung erzeugtes Berech-
nungsnetz der Lagune von Venedig

Die a posteriori Adaption hat im wesentlichen die Gitteroptimierung beziiglich der
zu beschreibenden physikalischen Prozesse als Ziel. Wie schon erwihnt, ist hier zu unter-
scheiden, ob es sich um ein stationéres Problem oder ein zeitabhédngiges handelt. Werden
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zunichst nur stationdre Probleme betrachtet, so erfolgt eine a posteriori Adaption im
allgemeinen dann, wenn die Simulationsergebnisse des posteriori adaptierten Gitters nicht
befriedigend sind. Die zu adaptierenden Bereiche kénnen durch Fehlerabschitzungen unter
Einbeziehung der betrachteten Differentialgleichungen identifiziert werden. Im allgemeinen
ist eine solche Fehlerabschidtzung nicht einfach zu erhalten. Deshalb werden als einfacher
Ansatz die Variationen der Zustandsgrofsen benachbarter Bereiche betrachtet. Neben den
Variationen der physikalischen Grofsen selbst werden auch hiufig abgeleitete Grofen wie
der Gradient einer skalaren oder die Richtung einer vektoriellen Grofe herangezogen [142].

Die Auflésung von Netzen kann auf unterschiedliche Weise verdndert werden. Hierbei
ist es empfehlenswert, zwischen strukturierten und unstrukturierten Netzen zu unterschei-
den. Strukturierte Gitter besitzen eine regulidre Topologie, die im allgemeinen implizit
gegeben ist. Unter unstrukturierten Netzen werden im weiteren immer Zellzerlegungen
verstanden. Fiir diese Verfeinerungen sind typische Beispiele die baryzentrische und die
Quadtree-Verfeinerung.

Quadtree— Baryzentrische

ABBILDUNG 6.4.3. Verfeinerungen unstrukturierter Gitter

Zum Abschluf dieses Abschnittes soll auch auf die Problematik der Netzreduktion hin-
gewiesen werden. Mit der stindigen Weiterentwicklung der Mefverfahren wird die Daten-
menge, die zur Generierung eines Basismodells herangezogen wird, zunehmend grofer. Fiir
die Belange einer reinen Visualisierung miissen solche Basisdaten reduziert werden. Die
Reduzierung der Datendichte geht einher mit einer Vereinfachung der Geometrie. Wer-
den Topographien betrachtet, so bedeutet dies, unter Einbeziehung eines erlaubten Fehlers
Flachen zu identifizieren und im Rahmen eines unstrukturierten Gitters zu beschreiben.

6.5. Spezifikation von Randbedingungen

In der Einleitung wurde festgestellt, daf zur numerischen Modellierung der Dynamik
des Wasserkorpers im Kiistenbereich neben der Randbedingung Gewésserboden haufig eine
Einbettung in Raum und Zeit in ein globales Modell notwendig ist. So einfach sich dies aus
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Modellsicht anhort, so schwierig ist hidufig die Umsetzung. Grofte Schwierigkeiten ergeben
sich aus der Unkenntnis der korrekten Randbedingungen in Zeit und Raum. Werden diese
aus einem iibergeordneten numerischen Modelle generiert, so ist dieses hiufig angepalst
auf grofsraiumige Prozesse und vernachlissigt im allgemeinen die kleinrdumige Dynamik.
Hindcast-Daten, wie solche Modelldaten genannt werden, besitzen im allgemeinen den
Vorteil, dak sie in gewisser Weise schon flichig und iiber eine gewisse Zeit kontinuierliche
Daten zur Steuerung bereitstellen. Die Erzeugung eines Ausgangszustandes ist in Abschnitt
5.6.1 unter Verwendung der Shepard-Interpolation dargestellt worden. In diesem Abschnitt
soll auf die Spezifizierung von Randwerten eingegangen werden.

Randwerteadaption. Problemstellungen, speziell in der numerischen Stréomungsme-
chanik, sind wesentlich durch ihre Randwerte gesteuert. Hiufig besteht die Aufgabe, die
Randwerte so zu modifizieren, dak gegebene (gemessene) Zustinde im Gebiet durch das
numerische Modell richtig wiedergegeben werden. Diese Klasse von Problemstellungen
wird unter dem grofen Begriff der inversen Modellierung zusammengefaftt und umfafst
ein eigenstindiges Forschungsgebiet. Im Rahmen dieser Arbeit wird unter Verwendung
der Shepard-Interpolation eine rein heuristische Herangehensweise vorgestellt, wie ausge-
hend von vorhandenen schon gutartigen Randbedingungen (z.B. aus einem iibergeordneten
Modell) eine Adaption durchgefiihrt werden kann, so dak gemessene Werte an Pegeln im
Untersuchungsgebiet besser durch die Simulation wiedergegeben werden.

Am Beispiel von Simulationen der grofsriumigen Stromung im Bereich Riigen an der
deutschen Ostseekiiste wird diese Vorgehensweise vorgestellt. Voraussetzung fiir die An-
wendbarkeit ist die Annahme eines ortlichen Zusammenhangs der Wasserstinde im Un-
tersuchungsgebiet, speziell beziiglich der Lokationen am offenen Rand des Modellgebietes.
Fiir die Simulation der grofrdumigen Stromung in einem dreimonatigen Zeitraum im Jahr
1997 standen Modellergebnisse eines globalen Ostseemodells mit einer Auflésung von 5
km zur Verfiigung, sowie gemessene Windzeitreihen. Es wurde zunéchst ein Simulati-
onslauf mit den aus dem globalen Modell generierten Randwerten durchgefiihrt. Hierbei
ergaben sich zum Teil erhebliche Differenzen zwischen den gemessenen und simulierten
Wasserstinden an den Pegellokationen. Diese Differenzen (Fehler) werden an allen Pegeln
im Untersuchungsgebiet bestimmt. Der zu erwartende Fehler, der an den Randknoten
des Simulationsgebietes in den Randwerten enthalten gewesen sein mufste, wird iiber eine
Shepard-Interpolation geschétzt und dort zur Korrektur der Randwerte verwendet. Im
beschriebenen Beispiel hat sich gezeigt, dal besonders systematische Fehler durch die be-
schriebene Randwerteadaption minimiert werden konnten (Abb. 6.5.1).

Besonders vielversprechend ist dieser Ansatz bei der Korrektur von Wasserstdnden an
den Randknoten, wenn fiir die Korrektur Pegel zur Verfiigung stehen, die noch relativ
unbeeinflufit von nichtlinearen Effekten, wie der Dynamik von Bodden und Flachwasser-
bereichen, sind. Die Korrektur der Zufliissse bzw. der Geschwindigkeiten ist auf diese
Weise nicht realisierbar. Durch die Verwendung unterschiedlicher (parameterabhéingiger)
Wichtungsfunktionen kann eine weitere Adaption durchgefiihrt werden. Auch hierbei kénn-
te wiederum Parameterinterpolationen verwendet werden. Die Abhéngigkeit numerischer
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ABBILDUNG 6.5.1. Prinzipskizze inverses Problem

Modelle von einer Vielzahl unterschiedlicher Parameter macht die Anpassung solcher Mo-
delle an konkrete Gegebenheiten sehr schwierig. Hilfreich wire es eine Vorstellung iiber
die Zusammenhénge in solchen Parameterrdumen zu erhalten.

6.6. Erforschung von Parameterrdumen

Numerische Simulationsmodelle sind ein wichtiges Werkzeug zur Beurteilung von Pro-
zessen in Natur und Technik. Sie gestatten es,

e natiirliche Prozesse experimentell zu erschliefien,
e Werkstoffe, Bauwerke und Objekte zerstorungsfrei zu untersuchen,
e prognostische Aussagen zu Naturvorgingen zu geben.

Da die verwendeten Modellvorstellungen versuchen, einen bestimmten Teil der Prozesse
im Modell abzubilden, im allgemeinen die zu beschreibenden Vorginge in ihrer ganzen
Komplexitét nicht widerspiegeln konnen, werden gewisse Einfliisse durch Parametrisierun-
gen beschrieben. Auf der anderen Seite werden Parametrisierungen auch herangezogen,
wenn der Aufwand fiir eine exakte Losung zu grof wird und man auf eine Approximation
zuriickgreifen mufl. Solche Parameter werden auch als Modellparameter bezeichnet. Die
das Verhalten eines Modells steuernden Eingangsgréfien - im folgenden Steuerparamenter
genannt - sowie der Giiltigkeitsbereich der Modelle mufs ebenfalls festgelegt werden. Dieses
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stellt einen in der Modellfindungsphase besonders haufig anzutreffenden und zeitaufwen-
digen Vorgang dar.

Die Verifikationen bzw. Anpassung von numerischen Modellen an Spezifika des Ein-
satzbereiches erfolgen im allgemeinen durch Parameterstudien. Dies bedeutet, dafs der
Einfluf jedes Parameters auf die Losung zu spezifizieren ist. Aus diesem Studium wird
anschliefsend eine giinstig erscheinende Kombination ausgewahlt. Dieses Problem kann
vom Ingenieur hdufig nur durch Erfahrung gelost werden. In der Regel wird durch die so
gefundene Parameterkombination noch keine ausreichende Modellaussage erreicht, so dafs
weitere Untersuchungen der Einfliisse der einzelnen Parameter auf die Losung durchgefiihrt
werden miissen. Dieses mitunter ungezielte Vorgehen wird solange wiederholt, bis eine als
ausreichend definierte Ubereinstimmung zwischen bekanntem Sollwert und dem simulier-
ten Ist-Wert ermittelt wurde. Das Ergebnis dieser Bemiihungen ist hiufig eine willkiirlich
gefundene Parameterkombination. Die Reproduzierbarkeit der Parameteridentifikation ist
in dieser zufilligen Methode nicht gegeben. Ein solches Verfahren (nach der ,Monte Carlo
Methode*) wird mit zunehmender Anzahl an Parametern immer uniibersichtlicher und 14t
trotz erheblichen Aufwandes nur relativ beschrinkte Aussagen zu.

Der Einflufl einzelner Parameter auf das Modell ist erst in zweiter Linie wesentlich.
Vielmehr bestimmt die Wechselwirkung der Parameter untereinander und ihre Wirkung
auf das Modell im wesentlichen die Losung. An dieser Stelle ist der Anwender mit sei-
ner Anschauungsfihigkeit hiufig iiberfordert. Im allgemeinen kann man die gegenseitige
Beinflussung von mehr als drei Faktoren nicht wiedergeben.

Unter Verwendung elementarer geometrischer Verfahren kann durch ein gezieltes Vor-
gehen diese Wechselwirkung beriicksichtigt und dadurch die Anzahl der Versuchslaufe er-
heblich minimiert werden.

Ein wesentliches Merkmal dieser Herangehensweise ist, dafs alle unternommenen Ver-
suchsrechnungen einen Anteil an der Losung haben - es gibt also keine unniitzen Rech-
nungen. Durch Interpolationsvorschriften kann von einer punktuell vorhandenen Informa-
tion (Ergebnis einer Versuchsrechnung) auf eine rdumliche Information (Losungsgebiet)
geschlossen werden.

Man stelle sich einen (physikalischen, 6kologischen, sozialen bzw. technischen) Prozef
vor, der von gewissen Parametern abhéingig ist und als Antwort zunéchst eine skalare Grofe
liefert.

1-dimensionaler Fall: Im folgenden wird ein reellwertiger Prozefs f(z) betrachtet.
Gesucht werden alle Parameter, die f(z) = 2 besitzen. Zunéchst muf ein betrachteter
Bereich festgelegt werden. Im 1-dimensionalen Fall reichen zwei Extremalpunkte aus. Fiir
diese Extremalpunkte wird die Antwort des Prozesses bestimmt und danach die Triangu-
lierung mit der Ebene f(z) = 2 geschnitten. Exisitiert kein Schnittpunkt, so werden weiter
Punkte im Untersuchungsbereich eingefiigt bis Schnittpunkte entstehen. Die entstehenden
Schnittpunkte sind nun die neuen Punkte der Zellzerlegung. Fiir den Parameter wird der
zugehorige Funktionswert bestimmt. Im allgemeinen stimmen der so interpolierte und der
exakte Wert der Funktion f(z) nicht iiberein. Der so bestimmte interpolierte Funktions-
verlauf wird wieder mit der Hyperebene f(x) = 2 geschnitten. Dieser Vorgang wird so
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f(x)

f(x)=2

ABBILDUNG 6.6.1. Parameteridentifikation im eindimensionalen Raum

lange wiederholt bis die durch die Schnittoperation bestimmten Werte mit dem korrekten
Wert f(z) = 2 iibereinstimmen (Abb. 6.6.1).
Die soeben vorgestellte Methode lduft auf ein bindres Teilen hinaus.

2-dimensionaler Fall: f(z,z9) ist ein von zwei Parametern abhéngiger Prozef. Zur
Beschreibung eines umhiillenden Rechtecks werden 4 Extremalpunkte bendtigt.

An einem sehr einfachen Beispiele sei diese Vorgehensweise erldutert. Im folgenden wird
das physikalische System, Balken auf zwei Stiitzen (Abb. 6.6.2), betrachet. Werden die
beiden Parameter, Balkenldnge [ und Linienlast ¢ als unabhéngige Parameter betrachtet
und das Moment in der Mitte des Balken als Antwort des Prozesses aufgefafst, so kann
man der folgenden Frage nachgehen: Welche Paramenterkombinationen (I, ¢) ein Moment
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Randbedingungen: Systemlange ! (1= 1.0bis 10.0 m)
Einfeldtrager mit den Eingangsparametern: Streckenlastq (q = 1.0 bis 10.0 kN/m)

ABBILDUNG 6.6.2. Balken auf zwei Stiitzen

von 5kNm in Feldmitte erzeugen? Obwohl die analytische Losung fiir dieses Problem
bekannt ist wird in diesem Gedankenexperiment angenommen, es gibe nur ein Simulati-
onsprogramm, welches zu jeder Parameterkombination das Moment berechnet. Zunéchst
werden 2" Punkte (Parameterkombinationen) festgelegt, die den Untersuchungsbereich in
Form eines umschreibenden Kubus reprisentieren. Die Ergebniswerte der Simulationsrech-
nung fiir die Punkte des Kubus werden ermittelt. Durch Triangulation dieser Punkte und
lineare Interpolation der Simulationsergebnisse erhilt man eine erste Approximation des
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Losungsraumes. Die Losung des obigen Beispiels stellt eine Isolinie f(l,¢) = 5kNm im
Parameterraum [ x ¢ dar. Um diese Isolinie zu bestimmen, wird ein geometrischer Schnitt
des sich ergebenden Simplizialkomplexes im Raum [ x ¢ X f(l, ¢) mit dem Hyperraum durch
f(l,q) = 5kNm vorgenommen (1. Schritt in Abb. 6.6.3).

Als Ergebnis dieser Operation erhélt man simtliche Parameterkombinationen, die in
erster Naherung das gesuchte Moment liefern. Im folgenden gilt es, diese Naherung syste-
matisch zu verbessern.

Hierzu wird das Ergebnis der Simulation an ausgewdhlten Punkten der Isolinie iiber-
priift. Kandidaten solcher Parameterkombinationen sind die Schnittpunkte der Isolinie
mit den Kanten der Triangulation. Die Punkte und deren zugehorige Simulationsergebnis-
se werden zu der Triangulation aus dem vorigen Schritt hinzugenommen und ermdglichen,
durch erneute Interpolation die Approximation der Losung zu verbessern. Diese Verfei-
nerung kann solange durchgefiihrt werden, bis eine zufriedenstellende Ubereinstimmung
zwischen gesuchter Losung und Ergebnis der Simulation gegeben ist (Abb. 6.6.3).
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ABBILDUNG 6.6.3. Berechnung des Niveaus f(l,q)=5

n-dimensionaler Fall: Die Vorgehensweise bei hoher-dimensionalen Problemen ist
analog und stellt eine Simplizialzerlegung des Parameterraumes dar. Hierbei ist zu beach-
ten, daf fiir den umschliefenden Kubus schon 2" Werte (Antworten des Systems) berechnet
werden miissen.
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Das soeben beschriebene Black-Box Verfahren lafst sich auf beliebige numerische und
physikalische Modelluntersuchungen anwenden. Die Simplizial- bzw. Zellzerlegung des
Parameterraumes ermdglicht eine zielgerichtete Suche nach geeigneten Parameterkombi-
nationen. Hierbei bedeutet zielgerichtet zum einen, daf keine der durchgefiihrten Parame-
terauswertungen (Simulationen) verloren gehen (nicht mit einbezogen werden) und zum
anderen werden Parameterauswertungen nur noch in der Ndhe der zu erwartenden ge-
eigneten Parameterkombination durchgefiihrt. Wie in der Abbildung 6.6.3 erkennbar ist,
schmiegt sich die interpolierte Kurve der giiltigen Parameterkombinationen immer mehr
an die, in diesem Fall bekannte, Losung an.

Eine andere interessante Anwendung der vorgestellten Vorgehensweise ist die Er-
mittlung von Verschneidungslinien von Flichen. Die Bestimmung solcher Linien ist
einfach, wenn beide Flichen durch ebene Dreieckselemente approximiert werden. We-
sentlich schwieriger ist diese Aufgabe, wenn zwei funktionale Flichen, dargestellt durch
z = fi(z,y), 1 = 1,2, gegeben sind. Die Problemstellung hierfiir lautet dann, alle Paare
(x,y) zu finden, so dab fi(x,y) = fo(x,y) gilt. Die Bestimmung von Verschneidungslinien,
z.B. zwischen einer Geldndeoberfliche und der Oberfliche eines zu planenden Bauwerkes,
sowie damit verbundene Volumen- bzw. Massenberechnungen ermdoglichen die Identifika-
tion und Quantifizierung von Aufschiittungs- und Abtragungsgebieten.

Besonders hilfreich sind die vorgestellten Methoden dann, wenn Isolinien auf der Basis
von netzfreien Interpolationen bestimmt werden sollen. Hierbei ist es nicht mehr notwen-
dig, dals gesamte Untersuchungsgebiet mit dquidistanten Stiitzstellen zu iiberdecken, auf
dessen Basis wieder ein Netz generiert wird. Vielmehr werden nur noch an Stellen in der
Niahe der zu bestimmenden Isolinie Interpolationen durchgefiihrt.

Mit der Zunahme der Bedeutung numerischer Simulationsmodelle bei der Planung,
Steuerung und Uberwachung natiirlicher Prozesse wichst die Notwendigkeit parametri-
sche Modellansitze moglichst automatisch an die Gegebenheiten des Untersuchungsgebie-
tes anzupassen. Die Einfachheit des Algorithmus laft das Einfliefen in andere Bereiche
des Bauingenieurwesen erwarten.

6.7. Technische Visualisierung

Sowohl moderne Mefsverfahren als auch mathematisch-numerische Simulationsverfah-
ren im Bereich der Umweltsystemmodellierung benétigen und erzeugen eine erhebliche
Menge von Daten. Ist es bei kleinen Datenmengen noch moglich die Zuverldssigkeit an-
hand der ,abstrakten Zahlen“ zu beurteilen, so ist dies bei der Behandlung komplexer
Probleme und deren uniiberschaubar grofsen Menge an Zahlenmaterial unmoglich. Insbe-
sondere bei der Interpretation und Analyse von Simulationsergebnissen ist in vielen Féllen
eine leistungsfrahige Visualisierung notwendig (Abb. 6.7.1).

Die Technische Visualisierung beschiftigt sich mit der Abbildung technischer Objekte
unter Zuhilfenahme von Computersystemen [139]. Im Rahmen des Bauingenieurwesen
zahlen zu solchen technischen Objekten vor allem Gebédude, Briicken, Strafen und Ka-
nalnetze. Darzustellende natiirliche Objekte sind ganze Geldndeoberflichen, Fliisse und
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ABBILDUNG 6.7.1. Darstellung der Bathymetrie und der Wasserspiegellage
einer Simulation

Seen. Der Unterschied zur rein graphischen Visualisierung liegt in dem Wunsch und den
Moglichkeiten auch im allgemeinen nichtsichtbare Zustandsgréften sichtbar zu machen. Die
Technische Visualisierung hat somit zwei Teilaufgaben zu geniigen: die Beschreibung der
technischen Objekte und deren Darstellung sowie die Speicherung und Darstellung der
Variation zugehoriger physikalischer Zustandsgréfen. Besonders bei der Darstellung pysi-
kalischer Zustinde entstehen enge Bindungen zwischen der geometrischen Formbeschrei-
bung, den topologischen Beziehungen der Objekte untereinander und der Beschreibung des
physikalischen Verhaltens. Besonders einfach ist die graphische Darstellung des zeitlichen
Verlaufes einer skalaren Zustandsgrofe an einem festen Punkt. Die Darstellung statio-
nérer Vektorfelder erfolgt im allgemeinen durch kleine Symbole (Pfeile) an den ortlichen
Lokationen der Grofen. Wesentlich komplizierter ist das Problem der Isolinien- und Isofla-
chendarstellung in der Ebene bzw. dem Raum. Diese basieren auf der Modellvorstellung
eines stetigen Verlaufes der darzustellenden Grofe und laufen hiufig auf die Bestimmung
von Schnitten mit Hyperebenen hinaus.

Héaufig entziehen sich aber auch physikalische Zustidnde der direkten Beobachtung, da
sie sich beispielsweise im Inneren von Strukturen befinden. Moderne Mefverfahren und
numerische Simulationen erméglichen jedoch die Modellierung dieser Zusténde. Durch
geeignete Editiermethoden ist man in der Lage, nicht nur die Zustandsgréfen auf der
Oberfliache zu betrachten, sondern das Innere der Modelle zu erforschen [88]. Ein wichtiges
Hilfsmittel ist hierbei die Zellzerlegung des Objektes. Die entstehenden Zellen kénnen
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dann interaktiv entfernt werden. Unter Einbeziehung von Interpolationsansitzen auf Zellen
erhilt man eine Vorstellung vom rdumlichen Verlauf der Zustandsgrofsen.

Prisentationen von Ergebnissen werden in Zukunft immer haufiger so gestaltet wer-
den miissen, daf auch ,Nichtexperten“ oder Entscheidungstriger einen Zugang finden und
die wesentlichen Charakteristika und Aussagen erkennen. Animationen vermitteln einen
Eindruck von der zeitlichen Entwicklung von Zustandsgrofen. Eine Differenzierung unter-
schiedlicher Oberflachenelemente durch einen naturdhnlichen Charakter, sogenannten Tex-
turen, und die Einbindung von Bild- und Filmmaterial ermd&glichen ein besseres Verstand-
nis der Daten auch ohne entsprechendes Spezialwissen. Durch Hinzunahme von Licht und
Schatten erhalten viele Objekte einen natiirlichen Eindruck. In Kombination mit Isolienen
vermitteln Schattierungen einen plastischen Reliefeindruck, weshalb sie beispielsweise zur
Darstellung der Geldndeoberfliche in topographischen Karten verwendet werden. Hierzu
mufs an jedem Punkt der Oberfliche der Normalenvektor bestimmt werden. Aus dem Nor-
malenvektor und der Richtung der Lichtquelle wird dann die zugehorige Lichtintensitéat
bestimmt. Weitere Impulse erhélt die Technische Visualisierung durch die Verfiigbarkeit
von Werkzeugen zur Erstellung virtueller Realititen und durch preiswerte hochwertige
Computergraphiken. Dies fiithrt schon heute dazu, daf eine Abgrenzung zwischen der phy-
sikalischen Wirklichkeit und Simulationen schwierig wird.
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KAPITEL 7

Zusammenfassung und Ausblick

Durch den Einsatz moderner Computer- und Informationstechnologien haben sich viele
Arbeitsprozesse, mit denen ein Bauingenieur in Beriihrung kommt, grundlegend verindert.
Die Bauinformatik als ein QQuerschnittsfach im Bauingenieurwesen befaftt sich mit diesen
Verdnderungen. Wesentliche Grundlagen sind hierbei die Mathematik, die Informatik und
das Bauingenieurwesen.

Die vorliegende Arbeit erschliefst die Algorithmische Geometrie im Rahmen der Bau-
informatik und ist an Studenten in der Vertiefung und Bauingenieure gerichtet, die ein
besonderes Interesse an der Informatik und damit verbundenen Gebieten haben. Ziel der
vorliegenden Arbeit war die Darlegung von Grundlagen der Algorithmischen Geometrie
und soll Anregungen geben, die vorgestellten Techniken auch auf andere Fragestellungen
anzuwenden.

Die Mehrzahl der Ingenieurobjekte sowohl der natiirlichen als auch der durch den Men-
schen geschaffenen sind von geometrischer Natur. Sie besitzen Ausmafe und eine Lage
im Raum. Besonders durch die Entwicklung der Informationstechnik stehen Applikationen
und Werkzeuge zur Verfiigung, die es ermoglichen, nicht nur diese Ingenieurobjekte geome-
trisch zu modellieren, sondern auch deren Verhalten und Interaktionen mit ihrer Umwelt
zu simulieren. Schon in der Einleitung (Kap. 1) als auch in den weiteren Abschnitten
dieser Arbeit hat sich gezeigt, daf geometrische Problemstellungen nicht beschrinkt sind
auf das geometrische Modellieren. Vielmehr finden sich Anwendungen in methodischen
und technischen Bereichen sowie bei der Beschreibung von Prozessen.

Nach einer Einleitung in die algorithmische Geometrie wurden im Kapitel 2 die notwen-
digen theoretischen Grundlagen dargestellt. Im Zentrum standen mathematische Rdume
in unterschiedlichen Abstraktionsgraden. Sind viele Algorithmen in der klassischen Geo-
metrie im euklidischen Raum formuliert, so ist bei der Ubertragung auf nichtgeometrische
Probleme ein moglichst geringer Satz an notwendigen Eigenschaften des zugrundeliegen-
den Raumes wiinschenswert. Ausgehend von der allgemeinsten Definition eines Raumes
als eine Menge, wurden dieser Menge weitere Eigenschaften zugeordnet. Es wurden to-
pologische, metrische und lineare Rdume sowie Mafkrdume als die grundlegenden Riaume
eingefithrt. Zu den Definitionen der Rdume wurden wichtige Eigenschaften, die einen geo-
metrischen Bezug besitzen, eingefiihrt. So ist der Begriff der Umgebung in erster Linie
ein topologischer und der der Kugel dem metrischen Raum zuzuordnen. Die Konvexi-
tat, die in vielen Bereichen des geometrischen Modellierens eine Rolle spielt, ist gebunden
an einen linearen Raum iiber den reellen Zahlen. Der Zusammenhang unterschiedlicher
Riaume kann zum einen durch eine Spezialisierung (Abb. 2.2.1) und zum anderen durch
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Induktion von Eigenschaften (Abb. 2.7.1) beschrieben werden. Werden unterschiedliche
(Ingenieur-)Objekte in ihrer Interaktion betrachtet, so kommt man nicht umhin ihre Re-
lationen untereinander zu beschreiben. Werden eine Menge von Objekten und Relationen
auf diesen Objekten betrachtet, so wird hiufig von Graphen gesprochen. Begriffe und Ei-
genschaften aus der Graphentheorie, die im Rahmen der algorithmischen Geometrie von
Bedeutung sind, werden zum Abschluf im Abschnitt 2.10 eingefiihrt.

Der Zelltheorie wurde das Kapitel 3 gewidmet. Sie bildet fiir eine Vielzahl von Korper-
modellierern die theoretische Grundlage. Durch die enge Verkniipfung von Kérpermodellen
und Berechnungsverfahren in modernen Entwurfswerkzeugen gewinnt eine kompatible Mo-
dellvorstellung fiir beide Bereiche eine grofe Bedeutung. Neben Verallgemeinerungen von
topologischen Zellen und allgemeinen Komplexen lag der Schwerpunkt in diesem Kapitel
in der Modellierung konvexer Zellen und euklidischer Zellkomplexe.

Ausgehend vom Beneath-Beyond-Algorithmus zur Bestimmung der konvexen Hiille ei-
ner Punktmenge im euklidischen Raum wurde sowohl ein Sichtbarkeitskriterium als auch
eine Konstruktionsvorschrift entwickelt, die nur noch auf den Eigenschaften des linearen
Raumes basiert (Abschn. 3.1.2). Zuséitzliche Eigenschaften wie Metrik, vorzeichenbehaf-
tetes Volumen oder Orientierung sind fiir den vorgestellen Algorithmus nicht notwendig.
Konstruiert der klassische Beneath-Beyond-Algorithmus die konvexe Hiille aus Simplexen,
so generiert der vorgestellte Algorithmus als Facetten wiederum beliebige konvexe Zellen.
Die so erzeugte konvexe Hiille ist, im Gegensatz zu einer Hiille, die nur aus Simplexen
besteht, immer eindeutig.

Die Erzeugung von Netzen spielt sowohl bei Interpolationen als auch Approximatio-
nen eine zentrale Rolle. Typische Netze bei der Finite Element Methode sind Dreiecks-
und Vierecks-Netze in der Ebene. Die Generierung von Delaunay-Dreiecks-Netzen wird
haufig iiber die Dualitdt von Triangulierung und konvexer Hiille realisiert. Basierend auf
dieser Dualitit und dem allgemeinen Beneath-Beyond-Algorithmus (Abschn. 3.1.2) war
es nun moglich, den Begriff der minimalen konvexen Zellzerlegung einzufiihren (Abschn.
4.3.2) und einen Algorithmus zu deren Generierung anzugeben. Im Gegensatz zu einer
Simplizialzerlegung, die nicht fiir alle Punktekonstellationen eindeutig ist, ist die minimale
konvexe Zellzerlegung immer eindeutig.

Im Kapitel 4 bildeten die Voronoi-Zerlegungen einen weiteren Schwerpunkt. Voronoi-
Zerlegungen stellen eine Strukturierung eines Gebietes auf der Grundlage einer gegebenen
Punktemenge und einer Abstandsfunktion dar. Durch die Bestimmung von Einzugsberei-
chen ergeben sich natirliche Nachbarschaften und Umgebungen im Sinne einer Topologie
(Abschn. 4.2.1), die zum einen bei der Verwaltung von Daten aber auch im Rahmen
numerischer Modelle an Bedeutung gewinnen. Die in Abschnitt 4.2 dargestellten Verallge-
meinerungen von Voronoi-Diagrammen sowohl in der Ordnung, in der verwendeten Metrik
als auch durch die Einfiithrung verschiedener Arten von Gewichten, eréffnen neue Einsatz-
bereiche. Insbesondere scheint der Bereich der Strukturerkennung durch den Einsatz von
gewichteten Voronoi-Diagrammen profitieren zu kénnen [160]. Der Einsatz von Voronoi-
Diagrammen 2. Ordnung bei der natiirlichen Nachbarschafts-Interpolation (Abschn. 5.6.4)
stellt die Frage nach den Mdglichkeiten des Einsatzes von Voronoi-Diagrammen héherer
Ordnungen fiir neue Interpolations- und Approximationsmethoden.
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Neben der Korper- und Netzmodellierung in CAD-Systemen spielt der Bereich der
Interpolation und Approximation bei der Beurteilung von Ingenieurfragestellungen eine
wichtige Rolle. Der Einsatz geometrischer Algorithmen bei der Losung von Interpola-
tionsaufgaben stand im Kapitel 5 im Vordergrund. Nach einer Einfiihrung am Beispiel
der Interpolation skalarer Funktionen im Abschnitt 5.1 wurde sowohl auf netzbasierte als
auch auf netzfreie Interpolationsmethoden eingegangen. Die Finite Element Interpolation
(Abschn. 5.4) diente in diesem Kapitel als Ausgangspunkt fiir verallgemeinerte Interpola-
tionen auf Zellzerlegungen. Fiir Interpolationen auf allgemeinen Zellzerlegungen fehlt eine
geschlossene Darstellung. Es wurden fiir unterschiedliche Zelltypen Interpolationen, wie
die baryzentrische Interpolation, die Gordon-Coons-Methode, die Sibson-Interpolation oder
die Grenzmethode auf Voronoi-Zerlegungen vorgestellt. Werden ausschliefslich konvexe Zel-
len und euklidische Komplexe bis zur Ordnung 2 betrachtet, so ist es im Rahmen dieser
Arbeit gelungen eine geschlossene Darstellung zu formulieren. Durch die Einschrinkung
der natiirlichen Element Interpolation (Abschn. 5.6.4) auf konvexe Polygone in der Ebene
ist eine Klasse von Ansatzfunktionen entstanden, die eine Finite Element Interpolation
auf euklidischen Komplexen in der Ebene erlauben (Abschn. 5.6.4.4). Hierbei ordnen sich
die lineare Interpolation auf Dreiecken wie auch die bilineare Interpolation auf Vierecken
in diese allgemeine Interpolation ein. Diese neuen Ansatzfunktionen sind gekennzeichnet
durch ihre Linearitit auf dem Rand der konvexen Zelle (auf den Verbindungsstrecken be-
nachbarter Ecken). Die Ausdehnung auf beliebig-dimensionale euklidische Vektorrdume ist
moglich und Gegenstand der aktuellen Forschung. Die besondere Stérke dieses Ansatzes
ergibt sich aus der konsistenten Formulierung konvexer Zellen, euklidischer Zellkomplexe,
der Definition einer minimalen konvexen Zellzerlegung und der Formulierung eines entspre-
chenden Algorithmus bis hin zur vorgestellten Familie Finiter konvexer Zell-Elemente. In
Zukunft ist eine Erweiterung bis hin zu entsprechenden Approximationen auf euklidischen
Komplexen wiinschenswert und zu erwarten.

Netzfreie Interpolationsmethoden, die in Abschnitt 5.6 eingefiihrt wurden, gewinnen
durch ihre hohe Flexibilitdt immer mehr an Bedeutung. Eine enge Bindung der vorgestell-
ten Verfahren an die mathematischen Eigenschaften der zugrundeliegenden Riume eroffnet
hierbei neue Einsatzbereiche. Die Generierung von Anfangswerten (Abschn. 5.6.1) und
die Randwerteadaption (Abschn. 6.5) unter Einsatz der Shepard-Interpolation sind hierfiir
Beispiele. Eine weitere einfache und universell einsetzbare Interpolationsmethode ist die
natiirliche Element Interpolation (Abschn. 5.6.4). Auf die Bedeutung bei der Formulierung
einer ganzen Familie Finiter Elemente auf konvexen Zellen wurde bereits hingewiesen. Die
natiirliche Element Interpolation fiihrt aber auch bei der Interpolation natiirlicher Daten
z.B. bei digitalen Gelandemodellen zu ansprechenden Interpolationen.

In Erweiterung der netzfreien Shepard-Interpolation sind im Bereich der Geostatistik
Interpolationsverfahren unter Einbeziehung der rdumlichen Statistik der zu interpolieren-
den Grofen entwickelt worden, die im Abschnitt 5.7 beschrieben wurden. Durch eine
Ausdehnung der Anwendung geostatistischer Methoden auch in anderen Bereichen des
Bauingenieurwesens erhélt man nicht nur Interpolationen sondern auch Aussagen iiber die
Giite dieser interpolierten Werte.
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Werden nicht mehr skalare oder vektorielle Grofsen fiir die Interpolation herangezo-
gen, sondern vollstindige geometrische Objekte betrachtet, so spricht man vom Morphing
(Abschn. 5.8). Ziel des Morphings ist die stetige Uberfiihrung eines Objektes in ein an-
deres. Das zukiinftige Potential des Morphing liegt im wesentlichen in der konsequenten
Erweiterung von Interpolationsalgorithmen auf beliebige Objekte. Der Einsatz im Bauin-
genieurwesen wird in Zukunft nicht auf die Visualisierung und Animation beschrinkt sein,
sondern ganz neue Bereiche erschliefsen.

Die dargestellten geometrischen Algorithmen bilden jedoch nicht nur die Grundlage
fiir eine Vielzahl von Interpolationsalgorithmen, sondern finden ihre Anwendung in vielen
weiteren Bereichen des Ingenieurwesens.

Das Kapitel 6 zeigt Anwendungen geometrischer Algorithmen in der Umweltsystemmo-
dellierung und gibt Anregungen fiir die Erweiterung auf andere Bereiche des Bauingenieur-
wesen. Am Beispiel der bathymetrischen Modellierung werden im Abschnitt 6.1 nochmals
die Unterschiede der verschiedenen Interpolationsverfahren aufgezeigt. Entstammen die
zur Verfiigung stehenden Daten aus Naturmessungen, so sind diese im allgemeinen zusétz-
lich durch den Zeitpunkt ihrer Messung gekennzeichnet. Topographische bzw. bathymetri-
sche Interpolationen haben diesen zeitlichen Aspekt unter Umstinden zu beriicksichtigen
(Abschn. 6.1.3). Fiir die entstehenden digitalen Geldndemodelle als auch zur Modellie-
rung geologischer Strukturen (Abschn. 6.2) haben sich Zellzerlegungen in Verbindung mit
zugehorigen Interpolationsvorschriften als geeignet herausgestellt.

Digitale Geldndemodelle bilden auch eine wesentliche Komponente in Geographi-
schen Informations-Systemen. Mit der stindigen Weiterentwicklung Geographischer
Informations-Systeme weg von reinen digitalen Karten wéchst die Notwendigkeit einheitli-
che bzw. konsistente Modellvorstellungen fiir die Datenmodellierung zu entwickeln. Auch
hier hat sich die Zelltheorie und die Theorie der Zellkomplexe als geeignete Modellvorstel-
lung herausgestellt. So konnen Katasterpline, Verkehrs- und Versorgungsnetze als auch
Einzugsgebiete durch Zellkomplexe effizient auf Konsistenz iiberpriift, gespeichert und be-
arbeitet werden. Auch bei Geographischen Informations-Systemen werden zeitabhingige
Problemstellungen in Zukunft weiter an Bedeutung gewinnen. Sind prognostische Aus-
sagen gefordert, so wird eine enge Bindung zu numerischen Simulationsmodellen immer
haufiger notwendig. Simulationsmodelle stellen immer eine Vereinfachung der realen Ge-
gebenheiten dar und beinhalten hiaufig parametrisierte Ansétze. Die Bestimmung geeigne-
ter Parameterkombinationen zu einer gegebenen Konstellation ist eine haufig auftretende
Fragestellung und erfordert im allgemeinen viel Erfahrung des bearbeitenden Ingenieurs.
Eine automatisierte Unterstiitzung, wie sie in Abschnitt 6.6 vorgestellt wurde, liefert im
allgemeinen nicht nur eine passende Parameterkombination sondern eine ganze Schar von
Parameterkombinationen, die das Problem l6sen.

Nicht zuletzt sind die Bereiche Visualisierung, Animation und virtuelle Realitét klassi-
sche Bereiche, in denen geometrische Modelle und Algorithmen zum Einsatz kommen.

Die in dieser Arbeit dargestellten Grundlagen und Anwendungsbereiche der Algorith-
mischen Geometrie verdeutlichen die Universalitit der geometrischen Methoden und deren
Verbindung zu anderen Bereichen des Bauingenieurwesens. Besonders die zunehmende
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Leistungsfihigkeit von Computersystemen und deren weltumspannende Vernetzung wird
zur Erschlieffung neuer Anwendungsbereiche der Algorithmischen Geometrie fiithren.
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Folge, 14 natiirliche Element, 125
Fundamentalfolge, 24 Newton, 96
Funktion rationale, 97

Kernel, 123 Sibson, 113

Intrinsische Hypothese, 135

Gebiet Isotropie, 138
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Korper, 26
Kern
offener, 17
Komplex, 62
abstrakter, 65
euklidischer, 62
Simplizialkomplex, 63
topologischer, 64
konvex, 30
-es Raumstiick, 30
Koordinaten, 29
baryzentrische, 51, 52
Kriging, 133
Block-, 141
mit bekanntem Mittel, 134
Ordinary, 138
Punkt-, 139
Kugel, 21
In-, 21
Um-, 21

lineare Unabhéngigkeit, 28
Linearkombination, 28
LIS, 161

Maéchtigkeit, 14
Mafs, 36
Mefbarkeit, 37
Menge, 13
abgeschlossene, 16
beschrinkte, 22
geordnete, 14
kompakte, 24
konvexe, 30
beschriankte, 30
mekbare, 37
nicht zusammenhangende, 19
offene, 16
separierte, 19
zusammenhingende, 19
Metrik, 20
euklidische, 21
Halb-, 20
Manhatten-, 21
Maximum-, 21
Taxi-, 21
Modell, 147
Modellbildung, 148
Morphing, 142
Funktion, 143
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Raum, 142

Nachbarschaft, 70
Delaunay, 72
Voronoi, 72

Natiirliche Element Methode, 126
natiirliche Nachbarschaftskoordinaten, 124

NEM, 126
Norm, 32

offener Kern, 17
Ordnung, 14
Orthogonalitét, 33

Polyeder
konvexes, 30, 45
Dimension, 46
Polyederformel
Eulersche, 43
Potenz-Diagramme, 79
Punkt, 15
duferer, 17
Beriihrungspunkt, 17
innerer, 17
Randpunkt, 17

Rand
regulérer, 101
Rasterdaten, 162
Raum, 15
euklidischer Vektorraum, 34
Hausdorffscher, 19
linearer, 27
metrischer, 20
vollstandiger, 25
mit Skalarprodukt, 33
Morphing, 142
normierter, 32
topologischer, 16
separierter, 19
zusammenhingender, 18
unitirer, 33
RIS, 161

Seite, 47
Semivariogramm, 136
Simplex, 48

Smooth Particle Hydrodynamic Method, 123

SPH, 123
Stationaritét 2. Ordnung, 134
Stetigkeit, 17
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dynamisches, 147
statisches, 147

Topologie, 16
Basis, 18
diskrete, 16
indiskrete, 16
metrische, 25
Relativtopologie, 19
Vergleichbarkeit, 16
topologische Invarianten, 18
Trennungsaxiom, 19
Hausdorffsches, 19
Triangulation, 101
Delaunay, 80
eingeschrankte, 101
uneingeschriankten, 101
Triangulierung, 81

Uberdeckung, 69
UIS, 161
Umgebung, 17
e-, 25
Umbkreisbedingung, 82
Umkugel, 21
Unabhéngigkeit
affine, 32
Unterraum
linearer, 27, 28

Variogramm, 136
Exponentielles, 138
Gauf’sches, 138
Sphérisches, 138

Vektordaten, 162

Verkehr
-sknoten, 38

Verkehrsstrome, 38

Voronoi, 22
Diagramm, 23, 71

abstraktes, 79
hoéherer Ordnung, 73
Grenze, 23
Kante, 80
Knoten, 80
Nachbar, 72
Region, 22, 72
Zerlegung, 23, 72

Winkel, 33
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Zelle, 45
konvexe, 45
topologische, 60
verallgemeinerte, 62
Zellzerlegung, 65, 163
konvexe
minimale, 84
Zerlegung, 69
Delaunay, 84
simpliziale, 82
Voronoi, 75
zusammenhangend, 19
Zusammenhang, 18
Zyklus, 40
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