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Zusammenfassung

Es wurde ein auf der Methode der Finiten Elemente basierendes Simulationsmodell
zur Beschreibung von Wellen- und Strémungsvorgéngen in Kiistengebieten entwickelt.
Das Modell beschreibt fiir monochromatischen Seegang und iiber die Tiefe konstante
Stromung wesentliche Effekte, wie Refraktion infolge Tiefendnderung und Strémung,
Diffraktion, das Brechen von Wellen, welleninduzierte Stromungen, die Anderung des
mittleren Wasserspiegels infolge Welleneinflusses, Austauschprozesse, Bodenreibung so-
wohl bei den Wellen- als auch den Stromungsvorgingen und Uberflutungs- und Trocken-
fallprozesse in Kiistennéhe.

Die neu entwickelten Gleichungen zur Beschreibung der Wellenausbreitung, ihrem
Typ nach instationére Transportgleichungen, erlauben eine geschlossene numerische Be-
handlung. Durch die vorgenommene Erweiterung eines streamline-upwinding-PETROV-
GALERKIN-Verfahren auf vektorwertige Unbekannte entstand ein fiir allgemeine Trans-
portgleichungen besonders geeignetes Verfahren.

Das vorgestellte computergestiitzte mathematische Modell wird zunéchst anhand
von analytischen und experimentell gewonnen Losungen diskutiert, um die Richtigkeit
der numerischen Simulation im Rahmen der verwendeten Theorie zu {iberpriifen. Die
Leistungsfihigkeit und die Moglichkeiten des entwickelten Modells zur Beschreibung
grofirdumiger Wellen- und Stromungsvorgéinge wurden im Anschlufl bei Untersuchungen
sowohl in einer idealisierten Strandtopographie als auch einer natiirlichen Topographie
gezeigt.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Allgemeines

Fiir den Entwurf, die Planung und Beurteilung von Kiistenschutzmafinahmen ist die
Kenntnis der hydrodynamischen Gegebenheiten im Kiistenbereich von grofler Bedeu-
tung. Hier kommt es zu einer Uberlagerung vielfiltiger physikalischer Prozesse. Sowohl
gezeiten- als auch seegangsinduzierte hydrodynamische Effekte unterliegen infolge des
flachen Wassers einer sehr starken Dynamik. Die Verteilung des Seegangs wird sehr
komplex und eine Beurteilung der damit zusammenhéingenden Effekte schwer. Speziell
iiben brechende Wellen eine Initialwirkung auf die in der Brandungszone stattfinden-
den Prozesse aus. Die Intensitdt und die Randbedingungen des Wellenbrechens, wie
z.B. der Winkel des Wellenkammes zur Kiiste, sind mafigeblich verantwortlich fiir die
Groflenordnung und die rdumliche Verteilung der welleninduzierten Stromung und des
Materialtransports. Die Geschwindigkeiten solcher Stromungen sind oftmals von grofie-
rer bzw. von gleicher Ordnung wie tide- und windinduzierte Strémungen. Im Gegensatz
zu den Seegangserscheinungen auf den freien und tiefen Ozeanen besteht im flachen
Wasser eine starke Abhéngigkeit der Hydrodynamik und speziell des Seegangs von den
topographischen Verhéltnissen.

Im Rahmen des Kiisteningenieurwesens haben neben statistischen Untersuchungen
und physikalischen Experimenten in den letzten Jahren mathematisch-numerische Mo-
delle zur Beschreibung der hydrodynamischen Verhéltnisse ihren festen Platz gefunden.
Ausgehend von dem immer besseren Verstindnis der Naturprozesse wéchst die Bedeu-
tung von Modelluntersuchungen als prognostisches Instrumentarium zur Beurteilung
von Eingriffen in die Natur.

Gerade solche Kiistenabschnitte, in die der Mensch regulierend eingreifen muf, zeich-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

nen sich durch die Uberlagerung einer Vielzahl von Prozessen wie Shoaling, Refrakti-
on, Diffraktion, Wellenbrechen und komplexe Stromungen aus. Durch das Auftreffen
des Seegangs auf die Kiiste werden welleninduzierte Stromungen, sogenannte nearshore
currents', erzeugt. Diese beeinflussen das Wellenfeld und die Brechvorgiéinge zum einen
iiber den Wasserstand und zum anderen durch die Stromungsgeschwindigkeit.

Der Simulation der oben genannten physikalischen Vorginge wurde in der Ver-
gangenheit in zahlreichen wissenschaftlichen Abhandlungen nachgegangen. Eine direk-
te Simulation der hydrodynamischen Vorginge auf der Grundlage der physikalischen
Grundgleichungen in ihrer vollen Komplexitéit ist im allgemeinen nicht moglich. Die
physikalischen Grundgleichungen stellen eine komplexe nichtlineare Modellvorstellung
der realen Hydrodynamik dar. Neben den mathematischen Rahmenbedingungen, wie
beispielsweise den Nichtlinearitéiten in den Gleichungen, spielt auch die Leistungsfihig-
keit heutiger und zukiinftiger Computer eine wesentliche Rolle bei der Anwendbarkeit
mathematisch-numerischer Modelle. In der numerischen Praxis erfolgt deshalb hiufig
eine getrennte Betrachtung und Modellierung der physikalischen Vorgénge (Seegang,
Stromung, Transportvorginge). Jedes dieser Modelle besitzt typische Giiltigkeits- und
Anwendungsbereiche, innerhalb deren sie die physikalischen Prozesse hinreichend gut
beschreiben. Zum Aufbau komplexer Simulationsmodelle wird grofiten Teils auf das von
DE VRIEND [13] vorgeschlagene modulare Konzept zuriickgegriffen. Dabei werden fiir
die unterschiedlichen physikalischen Vorgéinge separate numerische Modelle entwickelt
und diese iiber externe Kopplungen verbunden. In der numerischen Praxis fiihrt dies zu
einer iterativen und damit indirekten Kopplung. Diese Art und Weise der Kopplung hat
zwar grofle Vorteile bei der Verbindung unterschiedlicher Modellklassen, kann jedoch bei
grofler zeitlicher Variabilitdt der dynamischen Vorgéinge zu physikalisch unbegriindeten
Schwingungserscheinungen fiihren. Eine direkte Kopplung der verschiedenen physika-
lischen Vorgénge in einer Modellklasse ist daher fiir sehr komplexe hydrodynamische
Vorgéinge anzustreben.

Ausgehend von der Notwendigkeit der ganzheitlichen Betrachtungsweise bei Eingrif-
fen in die natiirlichen Gegebenheiten in Form von Kiistenschutzmafinahmen, betragen
die Ausdehnungen der zu betrachtenden Gebiete bis zu 1000km?. Die GroBriumigkeit
der betrachteten Prozesse bewirkt auf Grund der Leistungsfdhikeit der heutigen und
wohl auch noch der nichsten Rechnergeneration eine Ausgrenzung von hochauflésenden
Modellen und eine Einschrinkung der Giiltigkeitsbereiche.

Fiir die Beschreibung der groffiriumigen Stromungen wird im allgemeinen von den
NAVIER-STOKES-Gleichungen ausgegangen und es werden tiefenintegrierte Betrach-
tungsweisen verwendet. Die entstehenden partiellen Differentialgleichungen kénnen mit
der Methode der Finiten Elemente, der Finiten Volumen oder der Methode der Finiten

'Tn der Arbeit werden, wenn keine passenden deutschen Ubersetzungen existieren oder im Sprach-
gebrauch tiblich sind, die englischen Fachausdriicke rekusiv geschrieben verwendet.



1.2. GEGENWARTIGER STAND 3

Differenzen, im weiteren hiufig mit FEM, FVM bzw. FDM bezeichnet, numerisch ap-
proximiert werden. Im Gegensatz dazu gibt es zur Beschreibung des Wellenfeldes eine
Vielzahl von Modellvorstellungen. Entsprechend der Bedeutung des Seegangs fiir die
Beurteilung der kiistennahen Verhiltnisse liegt ein Schwerpunkt in der Forschung auf
dem Gebiet des Kiisteningenieurwesens in der Entwicklung und Weiterentwicklung von
Seegangsmodellen.

Auf Grund der wachsenden Bedeutung numerischer Modelle fiir die prognostische
Beurteilung von Kiistenschutzmafinahmen spielt die praktische Anwendbarkeit der ent-
wickelten Modelle eine zentrale Rolle.

1.2 Gegenwirtiger Stand

Zur Berechnung des Seegangs und der Stromungsverhéltnisse im Kiistennahbereich
gibt es heute ein weites Spektrum von Modellen. Die Grundlage aller Modelle zur
Beschreibung der grofiriumigen Stromungsverhiltnisse bilden die NAVIER-STOKES-
Gleichungen. Hierbei wird zwischen einer dreidimensionalen und der vertikal integrier-
ten zweidimensionalen Betrachtungsweise unterschieden. Wesentliche Unterschiede zei-
gen sich in der numerischen Approximation der partiellen Differentialgleichungen. Dabei
wird zwischen der Methode der Finiten Elemente, der der Finiten Volumen und der Me-
thode der Finiten Differenzen unterschieden. Aber auch innerhalb jeder dieser Methoden
existieren eine Vielzahl von Varianten, so z.B. beziiglich der Ordnung der Approximati-
on. Ein wesentliches Maf fiir die Brauchbarkeit dieser Modelle ist die Beriicksichtigung
von Trockenfall- und Uberflutungsprozessen.

LONGUET-HIGGINS et al. haben in einer Reihe von Verdffentlichungen [29], [30],
[31], [32] die Grundlagen zum Versténdnis der Interaktion von Seegang und Strémung
geschaffen. Basierend auf der linearen Wellentheorie wurde das Konzept des radiati-
on stress eingefiihrt, mit dem der Einflul des winderzeugten Wellengeschehens auf die
Stromungen oder auf langperiodische Wellen erfafit werden kann. Der radiation stress
ist dabei als der Impulsiiberschuf} infolge Wellenbewegung definiert. Hierdurch kénnen
seegangsinduzierte Erscheinungen, wie Anderungen des mittleren Wasserspiegels (wave
set-up und wave set-down), kiistennahe Stromungen (nearshore currents) sowie langpe-
riodische Wellenerscheinungen (surf-beat und edge waves), bestimmt werden. BOWEN
[7], LONGUET-HIGGINS [28] und THORNTON [44] haben gezeigt, dafl mit dem radia-
tion stress welleninduzierte Strémungen berechnet werden kénnen.

Der Seegang kann durch einfache lineare Wellenstrahlmodelle fiir monochromatische
Wellen bis hin zu nichtlinearen Modellen, mit denen unregelmiflige Wellenfolgen be-
schrieben werden kénnen, simuliert werden. Die Seegangsmodelle konnen, in Abhingig-
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keit von der Stufe der Modellvereinfachung und damit einhergehend vom benétigten
Diskretisierungsaufwand, in drei Gruppen unterteilt werden.

—  Die erste Gruppe sind die wellenauflésenden Modelle, wobei eine minimale
Anzahl von Rechenpunkten je Wellenldinge gewéhrleistet sein muf. Zu dieser Gruppe
gehoren sowohl die BOUSSINESQ-Modelle [40] als auch die Modelle auf der Grundlage
der mild-slope-equation [6].

—  Um die Abhéngigkeit von einer sehr feinen Auflésung zu umgehen, wurden
harmonische Ansétze fiir die primiren Unbekannten, wie z.B. die Wasserspiegelaus-
lenkung, gewihlt [25], [48]. Die so entstehenden Entwicklungsmodelle werden in einer
zweiten Gruppe zusammengefaflt.

—  Fiir grofirdumige Anwendungen kénnen im allgemeinen Effekte durch Reflexion
vernachlissigt werden. Dies erlaubte die Entwicklung anderer effizienter Wellenmodel-
le, die auf periodengemittelte tiefenintegrierte Gleichungen basieren. Die typischsten
Vertreter dieser Modellgruppe sind die Wellenstrahlmodelle auf der Grundlage der op-
tischen Strahlentheorie [36]. Obwohl die Wellenstrahlverfahren zu den #ltesten Ver-
fahren gehdren, wird immer wieder auf sie zuriickgegriffen. Auch beim Ubergang zu
Spektralmodellen werden haufig Wellenstrahlen in der einen oder anderen modifizier-
ten Art verwendet. Ein Uberblick iiber groBriumige Spektralmodelle ist in dem Buch
zum SWAMP-Projekt [43] zu finden.

parabolischer Art findet sich in

Eine umfassende Darstellung der klassischen Grundlagen der dritten Modellklasse
wird von HAYES [18] gegeben. Die Modellvorstellung geht dabei von monochroma-
tischen Wellen aus, die der linearen Wellentheorie entsprechen. HAYES gibt folgende
Beschreibung der kinematischen Wellentheorie: ,,Die kinematische Theorie der Wellen-
ausbreitung basiert auf den Annahmen, in einem asymptotischen Sinne, dafi Wellen
annihernd lokale plane Wellen sind, d.h. sie lassen sich in einem Raum (Z, ¢) unter Ver-
wendung der Phasenfunktion beschreiben.“ Die Gleichungen zur Beschreibung dieser
Vorgénge sind die Wellenzahl- und Wellenenergieerhaltungsgleichungen:

0K, 0

o o ot KOl =0 g =12, (1)
0K, 0K,
A = 1.2
81‘2 &rl 0’ ( )
oE & 0 2 U
EWLZ%[E(Cgi?LUi)]ﬂL > Sija—l_i = 0, (1.3)

i=1 Ui ij=1

wobei:
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E - Wellenenergie,
K = (K,,K;) - Wellenzahlvektor,

o, - relative Kreisfrequenz der Welle,
d - Wassertiefe, ist.
U= (U1,U;) - tiefengemittelte Stromung,
c,=(C,,C,) - Vektor der Gruppengeschwindigkeit

Sij - radiation stress-Tensor

Neben der Lésung dieser Gleichungen mittels Charakteristikenverfahren (Wellen-
strahl- und Wellenfrontverfahren [34]) wurden Versuche unternommen, diese partiellen
Differentialgleichungen direkt mit der Methode der Finiten Elemente bzw. Finiten Dif-
ferenzen zu l6sen.

KAWAHARA et al. [24] haben die obigen Gleichungen in

0K; & 0K; od 2 0U;
i 4 NI 08 K221 fir i=12 (1.4
> +jZl(ng +Uj)axj 5 +]Zl i 0 fiir i=1,2 (1.4)
OE 2. 0 2 oU;

umgeformt. Dabei hat die Funktion f die folgende komplizierte Form:

2

sech?(k d) . (1.6)

_ gk
f= 20,
Wird in den Modellen keine Diffraktion, wie bei KAWAHARA et al. beriicksichtigt, ist
die Wellenzahl £ identisch mit der Linge des Wellenzahlvektors K.

Auf Grund der komplizierten Formulierung der Gleichungen mit einer Vielzahl ver-
schiedener hyperbolischer Funktionen und der damit zusammenhédngenden Schwierig-
keit den Typ der Gleichungen zu bestimmen, wurde ein lumping-Verfahren eingesetzt,
was zu einer starken numerischen Dispersion fiihrte. Auf Grund der Formulierung ist
eine physikalische Interpretation der Terme der Gleichung sehr schwierig. Eine Weiter-
entwicklung dieses Modells erfolgte bei KAWAHARA nicht.

YOO [47] fiihrte eine neue Dispersionsbeziehung zur Beschreibung bei schwach bis
mittel geneigtem Seegrund ein. Unter Ausnutzung dieser und der BATTJES-Gleichung
zur Beschreibung von Diffraktionseffekten erweiterte er die obigen Gleichungen. Die so
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entstandenen Gleichungen lauten:

2 aK GO’ od 2 oU;
T K 7
]:1 91 8:17] 2d 8xi+j§1 T 0,
2 3
C, 0 .
;2ka8xi8x§ 0 fir 2, (17)
2 oU;
Z E(Cy, + U; ]+ZSZ o = 0. (1.8)
1 i,j=1

Bei der Herleitung dieser Gleichungen mufiten jedoch verschiedene Terme hoherer Ord-
nung, die im Zusammenhang mit der neuen Dispersionsbeziehung standen, vernachléssigt
werden. Die numerische Approximation dieser Gleichungen mit der Methode der Fini-
ten Differenzen war ebenfalls problematisch. Eine Stabilisierung der Gleichungen wurde
durch die Verwendung eines staggered grid Verfahrens erreicht.

Alle diese Gleichungen und Modelle konnten sich in der Praxis nicht durchsetzen,
obwohl sie durch ihren Charakter (hyperbolische partielle Differentialgleichungen) sehr
geeignet wiren in Verbindung mit den NAVIER-STOKES-Gleichungen ein geschlossenes
Seegang-Stromungs-Modell fiir grofiriumige Anwendungen darzustellen.

1.3 Zielsetzung

Ausgehend vom gegenwirtigen Stand der Entwicklung grofiriumiger Seegangs- und
Stromungsmodelle ist es ein Ziel dieser Arbeit, eine neue Formulierung eines See-
gangsmodells zu entwickeln, welche geeignet ist, im Zusammenhang mit den NAVIER-
STOKES-Gleichungen ein geschlossenes Seegang-Stromungs-Modell fiir groffiraumige An-
wendungen darzustellen. Andererseits soll eine geschlossene exemplarische numerische
Approximation entwickelt werden. Im Vordergrund soll die exakte mathematische Her-
leitung sowohl des partiellen Differentialgleichungssystems zur Beschreibung des Seegangs-
und Stromungsgeschehens als auch des numerischen Verfahrens stehen.

Nach dieser Einleitung werden im Kapitel 2 zunéchst die grundlegenden Gleichun-
gen, Randbedingungen und Vereinfachungen zur Entwicklung eines Seegangs-Stréomungs-
modells dargelegt. Neben der Herleitung eines vertikal-integrierten Stromungsmodells
wird in diesem Kapitel besonders auf das von YOO [47] entwickelte Wellenpotential ein-
gegangen. Unter Zuhilfenahme dieses Wellenpotentials wird eine Dispersionsbeziehung
vorgestellt, die nicht nur fiir ebenen Seegrund, sondern auch fiir schwach bis mittel
geneigten Seeboden gilt.
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Kapitel 3 widmet sich ganz der Entwicklung eines Seegangsmodells auf der Grundla-
ge der linearen Wellentheorie und der von YOO entwickelten Dispersionsbeziehung. Im
Rahmen dieser Arbeit ist es das Ziel, neue Gleichungen zur Beschreibung der Wellen-
ausbreitung zu entwickeln, die ein hohes Mafl an Allgemeingiiltigkeit und zudem einen
einfachen mathematischen Aufbau besitzen. Thre Form soll unabhéingig von der Komple-
xitéit der beriicksichtigten Wellentransformationen wie Refraktion, Shoaling, Diffraktion
oder Stromungseinflufl sein. Daneben werden die Formulierungen zur Berechnung der
Wellenenergie und -amplitude dargestellt. Im weiteren erfolgt eine Konkretisierung der
radiation stress beziiglich des verwendeten Wellenpotentials. Zum Abschluf} dieses Ka-
pitels wird auf einige physikalische Effekte eingegangen, die im Zusammenhang mit den
hydrodynamischen Vorgéngen im Kiistenbereich beachtet werden miissen. Hierbei wird
im allgemeinen eine in der Literatur beschriebene charakteristische Modellvorstellung
dargelegt. Es wird in diesem Zusammenhang auf die Realisierung von Wellenbrech-
vorgingen mit Hilfe spezieller Dissipationsterme und die mit dem Wellenbrechen zusam-
menhéngenden Brechkriterien eingegangen. Weitere Bereiche sind benotigte Turbulenz-
und Reibungsansitze. Auf eine Vollstdndigkeit in der Darstellung dieser Effekte wird
auf Grund der Zielsetzung der Arbeit verzichtet.

Der Problematik der Anfangs- und Randwerte ist das gesonderte Kapitel 4 gewid-
met, wobei auch auf die Modellvorstellung von Trockenfall- und Uberflutungsprozessen
eingegangen wird.

Ein zweiter Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in einer geschlossenen exemplarischen
numerischen Approximation der entwickelten Gleichungen zur Beschreibung der Inter-
aktion von Seegang und Stromung. Hierzu wird im Kapitel 5 auf der Grundlage ei-
ner Finiten-Element-Zerlegung eine allgemeine Herleitung eines streamline-upwinding-
Verfahrens vorgestellt. Ausgehend von einer Erweiterung des Verfahrens auf vektor-
wertige Unbekannte soll sowohl fiir das Wellen- als auch fiir das Stromungsmodell das
gleiche numerische Verfahren verwendet werden. Spezielles Augenmerk wird auf die
Entwicklung eines semidiskreten Schemas gelegt, welches die Verwendung expliziter
Zeitintegrationsverfahren erlaubt. Fiir die numerische Zeitintegration sollen Verfahren
unterschiedlicher Ordnung und mit Schrittweitensteuerung eingesetzt werden.

Anhand von einfachen Testféllen sollen zunéchst die Simulationsergebnisse auf Plau-
sibilitéit und deren Ubereinstimmung mit analytischen Losungen iiberpriift werden. An
einem komplexen Beispiel aus dem Bereich des Kiisteningenieurwesens an der Westkiiste
von Sylt soll die Anwendbarkeit sowohl der Modellgleichungen als auch deren exempla-
rische numerische Approximation auf praxisrelevante Problemstellungen demonstriert
werden. Im Rahmen dieser Verifikationen im Kapitel 6 sollen sowohl unter physikali-
schen als auch numerischen Aspekten wichtige Eigenschaften des entwickelten Modells
sowie dessen Grenzen aufgezeigt werden.
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Zum Abschlus§ erfolgt in Kapitel 7 eine Diskussion des in der Arbeit entwickelten
Modells und ein Ausblick auf zukiinftige Entwicklungsrichtungen.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden alle grundlegenden Gleichungen, Voraussetzungen und Ver-
einfachungen hergeleitet und beschrieben, die zur Entwicklung des Seegangsmodells
wie auch des verwendeten Stromungsmodells notig sind. Dabei wird kurz auf die zu-
grundeliegenden NAVIER-STOKES-Gleichungen und die benétigten Randbedingungen
eingegangen. Da dieses Gleichungssystem nicht linerar ist, ist es im allgemeinen nicht
moglich, eine geschlossene analytische Losung zu bestimmen. Es wird sich zeigen, dafl
unter bestimmten Voraussetzungen eine getrennte Betrachtungsweise der sich iiber-
lagernden physikalischen Prozesse mdaglich ist. Die Modellvorstellung einer Uberlage-
rung von grofiriumiger Stromung, Wellengeschehen und turbulenten Erscheinungen
ermoglicht die Verwendung effizienter Simulationsverfahren zur Beschreibung dieser
Komponenten. Die grofiraumige und langperiodische Stromung wird im allgemeinen
durch wellenperioden- und tiefenintegrierte Modellvorstellungen beschrieben. Die Vor-
aussetzungen und Vereinfachungen einer solchen tiefenintegrierten Betrachtungsweise
werden im Rahmen dieses Kapitels dargelegt. Zur Beschreibung des Wellengesche-
hens existiert keine dominante Modellvorstellung. Es wird bei den Wellenmodellen zwi-
schen wellenauflésenden, Entwicklungs- und grofirdumigen Wellenmodellen unterschie-
den. Zum Abschlufl dieses Kapitels werden durch die Herleitung eines von YOO [47]
vorgeschlagenen Wellenpotentials die Grundlagen fiir eine zeitabhéingiges grofiriumiges
Wellenmodell gelegt. Die Beschreibung des turbulenten Anteils ist auf Grund seines sto-
chastischen Charakters sehr schwierig. Im Rahmen dieser Arbeit werden die turbulenten
Erscheinungen durch Parametrisierungen im Rahmen des Stromungs- und Wellenmo-
dells realisiert.
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2.1 Grundlegende Gleichungen

Als Grundlage aller folgenden Herleitungen und Anwendungen wird zunéchst in die-
sem Abschnitt auf die zugrundeliegenden Gleichungen eingegangen. Ausgehend von den
NAVIER-STOKES-Gleichungen zur Beschreibung der Dynamik einer inkompressiblen
Fliissigkeit werden notige Bezeichnungen eingefiihrt und es werden Einschriankungen
gemacht, die im folgenden erldutert werden.

Fiir die in dieser Arbeit betrachtete Problemklasse der Schwerewellen und der wel-
leninduzierten Stromungen wird von einer inkompressiblen Fliissigkeit (i.allg. Wasser)
ausgegangen. Die Variation der Wasserdichte ist von untergeordneter Bedeutung. Die
grundlegenden Erhaltungsgesetze kénnen durch die NAVIER-STOKES-Gleichungen be-
schrieben werden:

Kontinuitat:
Vi = 0, (2.1)
Impulserhaltung:
o . 1 o R
—+uV|d = ——V(p+pgrs—7)+Q. (2.2)
ot p
Dabei bedeuten:
T = (x1,29,23) - Ortsvektor,
u(Z,t) = (u1,ug,u3) - Geschwindigkeitsvektor,
p(Z,t) - Druck,
p - (konstante) Dichte,
g - FErdbeschleunigung,
7 - Tensor der Reibungsspannungen,
() - Corioliskrafttensor und

o
~—
1

V= (8%1, 3%2, Nabla-Operator.

o5}
8
w

Die vertikale Koordinate x3 ist dabei positiv nach oben gerichtet. Die Konkretisie-
rung der einzelnen Groflen erfolgt in den entsprechenden Kapiteln. Um die Gleichungen
2.1 und 2.2 fiir die Unbekannten «# und p losen zu kénnen, miissen Bedingungen an
den Réndern des Losungsgebietes vorgegeben werden. Ausgehend von der untersuchten
Problemklasse sind folgende Rénder zu betrachten:

- Gebietsbegrenzungen in der Ebene (z1, z3),
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- Bedingungen am Boden und

- Bedingungen an der freien Oberfldche.

Bei den Gebietsbegrenzungen in der Ebene wird im allgemeinen zwischen offenen
und geschlossenen Réndern unterschieden.

Offene Riénder beschreiben hierbei die Einbettung des Losungsgebietes in ein
grofleres. An offenen Réndern wird die zeitliche Entwicklung der betrachteten Zustands-
groflen @ und p vorgegeben.

Fiir geschlossene Rinder und den Seegrund, der sich bei x3 = —h befindet,
wird die Bedingung der Undurchléssigkeit gestellt. Es wird vorausgesetzt, dafl der Nor-
malenanteil der Stromung in bezug zum Boden bzw. zum geschlossenen Rand Null
ist.

Im folgenden wird am Beispiel des Bodens eine solche Randbedingung genauer spe-
zifiziert. Wird der Boden durch eine implizite Funktion B(Z,t) := x3 + h(z1,29) = 0
beschrieben, so ergibt sich der &uflere Normalenvektor an den Boden wie folgt:

0B 0B
ng =VB/||VB it VB=|—,—.,1]. 2.3
o = VB9l wic V5= (5257 1) 23)
Die Randbedingung am Boden hat somit die Form:
iiig =0 bei T3 = —h. (2.4)

Alternativ zu dieser Randbedingung am Seegrund wird hiufig eine no-slip-Bedingung
verwendet. Sie besagt, dafl alle Strémungskomponenten am Boden Null sind:

ui(x1, 9, —h) =0 mit i=1,2,3. (2.5)

Die Grenzfliche zwischen der Luft und dem Wasser, die sogenannte freie Oberfléche,
ist eine wichtige und schwer beschreibbare Randbedingung. Sie wird durch die kinema-
tische und die dynamische Randbedingung beschrieben.

Bei der kinematischen Randbedingung wird von der Modellvorstellung ausge-
gangen, dafl ein Fliissigkeitsteilchen, das sich auf der freien Oberfliche befindet, welche
durch die Funktion £(z4,x9,t) beschrieben wird, fiir alle Zeit dort verbleibt. Formal
stellt sich diese Tatsache wie folgt dar:
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0 20 .
Uz = 8_§ + Zuz aji bei xg = &(x1, T, ). (2.6)

i=1

Die dynamische Randbedingung besagt, dafl der Druck an der freien Oberfliche
gleich dem athmosphérischen Druck sein muf:

1 1 =
(%+ﬁV>ﬁ+;V (;gx;;—?) —Q=0  bei w3=E,(w,m,1). (2.7)

Die Nichtlinearitdt der letztgenannten Randbedingungen 2.6 und 2.7 sowie die Tat-
sache, daf} diese Bedingungen auf der unbekannten freien Oberfliche £ gelten, erschwe-
ren die Losung dieses dreidimensionalen Problems. Im allgemeinen Fall existiert keine
geschlossene mathematische Losung.

Die soeben beschriebene Modellvorstellung ist Grundlage sowohl des zu entwickeln-
den Wellen- als auch des verwendeten Stromungsmodells.

Fiir das weitere Herangehen ist es hilfreich, die Dynamik des Wasserkorpers detail-
lierter zu betrachten. Ausgehend von der Modellvorstellung einer REYNOLDS-Zerlegung
[41] einer natiirlichen Stromung in Mittelwert und zuféllige Fluktuation, wird eine Zerle-
gung der Stromung im Kiistenbereich in drei Komponenten vorgenommen. Der stocha-
stische hochfrequente Anteil wird mit u} und £ bezeichnet und seine zeitliche Variation
bewegt sich im Breich von 1-100Hz.

Der Anteil der Wellenbewegung wird mit @; und & bezeichnet. Diese Grofien haben
jedoch im Gegensatz zu den turbulenten Erscheinungen einen regulédren periodischen
Charakter in der Groéflenordnung von 2 - 20 Sekunden.

Existiert eine groffirdumige und langperiodische Grundstromung, wie etwa eine ti-
deinduzierte Stromung, so wird diese mit u; und & bezeichnet.

Wird ein Mittelungsoperator fiir eine beliebige Funktion f(¢) iiber eine Zeit T (im
weiteren ist T die Periode des betrachteten Seegangs bzw. T das Mittelungsintervall
der turbulenten Erscheinung) wie folgt eingefiihrt:

ft) == f(t)dt, (2.8)

so kann eine Zerlegung im weiteren vorgenommen werden. Das Mittelungsintervall muf}
dabei lang in bezug auf die charakteristische Periode der Schwankungsgréfie sein und



2.1. GRUNDLEGENDE GLEICHUNGEN 13

kurz im Vergleich zu den Perioden der mittleren Gréflen. Wird die Periode 7' des See-
gangs als bekannt vorausgesetzt, so kann diese als ein Mittelungsintervall genommen
werden. Dies bedeutet jedoch auch gleichzeitig, dafl die drei betrachteten Frequenzbe-
reiche voneinander hinreichend weit entfernt sein miissen.

Ausgehend von einem realen hydrodynamischen Ereignis, ist es durch zeitliche In-
tegration iiber unterschiedliche Zeitskalen moglich, die einzelnen Komponenten dieser
Groflen zu bestimmen:

1 +5
u, = Ui~ / u;(t)dt, (2.9)
X t+7 . t++Z
Bo= w- - = §;/m@ﬁ% (2.10)
t-Z -z

Mittels dieser Definitionen 148t sich jede beliebige Stromung in der Form
ui(Z,t) = u; + u; + u; (2.12)
darstellen. Eine analoge Form ergibt sich fiir die Wasserspiegelauslenkung & .

Die oben dargestellten Erscheinungen kénnen mit Hilfe der hydrodynamischen Be-
wegungsgleichungen und der Kontinuitédtsgleichung beschrieben werden. Um eine ge-
trennte Betrachtungsweise der einzelnen Komponenten durchfiihren zu kénnen, muf
im weiteren vorausgesetzt werden, daf§ die Grofien u; , 4; und u) beziiglich des Mitt-
lungsoperators unkorreliert sind, d.h. es muf} gelten:

wuf =0, =0,
ﬂi ’LNLZ - 0, - 0,
wu, =0, £& =0.

)

m|‘ !
A TIA;

Die Annahme der Unkorreliertheit ist berechtigt, falls sich die Zeitskalen der unter-
schiedlichen Bewegungsanteile um Groflenordnungen voneinander unterscheiden. In der
Praxis kann von dieser Eigenschaft im allgemeinen ausgegangen werden. Die Eigenschaft
der Unkorreliertheit wird in der weiteren Darstellung héufig zu Hilfe genommen.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird auf die Approximation der unterschiedli-
chen Anteile in 2.12 eingegangen.
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2.2 Vertikal integriertes Stréomungsmodell

In diesem Abschnitt wird der Anteil der Grundstrémung (%;, £ ) an den betrachteten
hydrodynamischen Vorgéngen beschrieben. Die Grundstromung soll hier der Teil sein,
der bei der zeitlichen Mittelung iiber eine Seegangswellenperiode iibrig bleibt.

Zum besseren Verstindnis wird zwischen der vertikalen Koordinate z = x3 und den
horizontalen x; mit ¢+ = 1,2 unterschieden. Die zugehorigen Geschwindigkeiten seien
mit w = uz und wu; bezeichnet. Um eine Reduzierung der Anzahl der Unbekannten
zu erreichen werden die Betrachtungen fiir die vertikal integrierten Gleichungen und
Groflen vorgenommen. Die mittleren horizontalen Geschwindigkeiten werden wie folgt
definiert:

1 13
Uy(x1, 0, 1) := §+—h/_h widz, i=1,2. (2.13)

Dabei ist (1, x9,t) die freie Oberfliche. Die beziiglich der Periode des Seegangs mitt-
lere Wasserspiegelauslenkung ist:

— (2.14)

Physikalisch betrachtet stellt der Ausdruck pU; (€ + h) den mittleren Durchflul durch
eine vertikale Flache mit konstanter z; -Koordinate dar. Aus diesem Grund wird der
Vektor (Uy,U;) auch DurchfluBgeschwindigkeit genannt. Bezeichnet man die Abwei-
chung vom Mittel mit u; , so gilt

wi(x1, 9, 2,t) = Ui(21, T2, t) + U;(21, 29, 2,8), 1=1,2,3, (2.15)
wobei formal Uz die Nullfunktion ist.

An dieser Stelle sei bemerkt, dal unter Zuhilfenahme der Definitionen 2.9 und ei-
ner Vertauschung der zeitlichen und vertikalen Integration iiber die Wassertiefe, u; die
folgende Darstellung hat:

Ui(w1, 9, 2,t) = uf + 1 +u),  1=1,2,3. (2.16)

Der Term u¢ ist eine Funktion, welche die Abweichung des Profiles der Grundstrémung
iiber die Tiefe von einem konstanten Stromungsprofil beschreibt:

ul = U; — ;.. (2.17)

Kann von einem iiber die Tiefe relativ konstanten Stromungsprofil ausgegangen werden,
so ist u¢ vernachlissigbar.

Aus der Definition von u; folgt ffh u;dz = 0 . Diese Identitét spielt eine wichtige
Rolle bei den weiteren Herleitungen.
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In Analogie zu 2.16 kann die Abweichung der Wasserspiegelauslenkung & von der
iiber die Seegangsperiode gemittelten Wasserspiegelauslenkung, hiufig auch mit n = &
bezeichnet, wie folgt beschrieben werden:

~ ~

6(1’1,1‘2, t) = 5 + gl. (218)

2.2.1 Gemittelte Kontinuititsgleichung

Die vertikale integrierte Kontinuitdtsgleichung 2.1 hat die Form

2 € Ouy
id vt —W|aeep = O, 2.1
;/haxiz+w|_g Wl = 0 (2.19)
Die Anwendung der LEIBNIZ-Regel ergibt
200 € 2 0¢ 2. 0h
id - i - iAT = 0.
;a%’/hu z+l ;uaxiwLng Lg;uamiwLth 0

Unter Verwendung der kinematischen Randbedingung an der freien Oberfliche 2.6
und unter Annahme einer no-slip-Randbedingung am Seegrund (u; = 0 fiir z = —h) ,
vereinfacht sich 2.19 zu

0
T

o & :
¢ — 2.2
AP /_huzdz 0 (2.20)

Dieselbe Gleichung kann unter einer anderen Voraussetzung entwickelt werden, wenn
angenommen wird, daf§ ein ebener Seegrund (0h/0x; = 0 ) vorhanden ist. Diese Vor-
aussetzung wird verwendet, wenn gebundene Wellen betrachtet werden.

Durch Mittelung dieser Gleichung iiber die Periode T des Seegangs, ergibt sich die
gemittelte Kontinuititsgleichung

on 0
hadl (n+h)) = 0. 2.21
5 2 gy (Uil +1) =0 (2.21)

2.2.2 Gemittelte Gleichung der Impulserhaltung

Es wird zunéchst die NAVIER-STOKES-Gleichung 2.2 betrachtet, jedoch ohne den Co-
rioliskraftanteil. Fiir die horizontalen Komponenten gilt (i = 1,2) :

ou; 2 ou; ou; 13 0 1 0743
E—f—]z::lu]a—x]—f—waz ——Za(—p(sij—f—Tij)—F; 9. (222)

P = 07
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Fiir die vertikale Komponente gilt:

ow 0 8713 1 %

2 w 10
gw__1 . 2.3
ot +Z Woe, T VEs T Tpas P Zax] 02 (223)

Dabei ist 6;; das KRONECKER-Symbol und 7;; der Tensor der Reibungsspannungen:
Tij 1= 2[L€;; (2.24)

mit 3 3
U; Uy
= - 2.25
i 281‘] + 281‘1 ( )

Die dynamische Viskositdt wird mit x4 und die kinematische mit v := u/p bezeichnet.

Durch Integration der Gleichung 2.22 iiber die Tiefe ergibt sich fiir die Terme der
linken Seite:

fé’uz B 2 ¢ . %
P / T /w lpuidz = puil.—¢ 5,
29 gt 2 o¢

2 oh
— lpuju;],_ , =—
j; J h a$j

8ul
o[ widz = plund. e~ pluwd.__,

Durch Summation der Terme, durch Beachtung der kinematischen Randbedingung
an der freien Oberflache 2.6 und der no-slip-Randbedingung 2.5 am Boden ergibt sich:

o et 29 ¢ €2 0 1073
a/_hpuidan;a—xj/_hpujuidz = /_hza%( p5w+7'”)+paz dz.

Analog wird die rechte Seite berechnet:

o ré 2.0 ¢
ot /—h puidz =+ ]2::1 0x; J-n pujticz
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L S
jgl a—x] /—h _p(Sij + Tijdz + Ti3]z:§ _ 7-1.312:7]1
2 0¢ oh
— ; {[_p5ij + Tij]zzﬁa—xj o [_pfsij + Tij]z:_ha—rtj} . (2.26)

An der freien Oberfliche muf} ein Gleichgewicht zwischen den atmosphérischen und den
Fliissigkeitskriften herrschen, dies impliziert

2
Z{(—p&ij + Tij)n;} + Tisng = TiF firz =&undi =1, 2, (2.27)
j=1

wobei ¥ die duBlere horizontale Spannungskomponente ist, welche durch den atmo-
sphérischen Druck und die meteorologischen Daten gegeben ist.

Wird der duflere Normalenvektor an & mit 7i¢ := (n4, ng, n3) bezeichnet und die freie
Oberfliche durch die implizite Funktion F(z1, 9, 2,t) := 2 — £(x1, 2, t) = 0 beschrie-
ben, so ergibt sich der Normalenvektor durch

. : S
=VF/||VF t VF=|—-——>—-——7—",1]).
o= VE/IVF| wiv vF = (-5 -5 1)
Gleichung 2.27 kann in der Form:
2 ag "
[—p&ij +Tij]z:£8_x +Ti3]z=£ = T ||VF|| (228)
J=1

geschrieben werden.

Fiir den Boden wird B(zy, 2, 2,t) := z + h(z1, 22) = 0 gesetzt. Unter Verwendung
der horizontalen Schubspannung am Boden ergibt sich die Gleichung

2
h

Sl by = P IBl, beiz= (229)

j=1 Ox;

Durch das Einsetzen von 2.28 und 2.29 in die Gleichung 2.26 ergibt sich

a [¢ 20 ¢ 29 ¢
— idz 4+ —/ wdz =) —/ —pdij + Tij)d 2.30
5 /711 pu;dz 2 u, |, Puguidz 2 u, 7h( poij + Tij)dz (2.30)

oh
41l g+ 7FIVF| = 72|V
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Physikalisch reprisentiert Gleichung 2.30 die Momentenbalance in der vertikalen
Fliissigkeitssdule der Hohe £ + h und der Grundfiche dx; = dxy = 1 . Die Terme der
linken Seite stellen die Beschleunigung in z; -Richtung und den Netto-Momentenflufl
durch die vertikalen Seiten der Fliissigkeitssdule dar. Die Terme der rechten Seite re-
prisentieren die Netto-Oberflichenspannung auf den vertikalen Seiten der Siule, den
Druck des Bodens gegen die Fliissigkeit und die Flichenspannung an der freien Ober-
fliche und am Boden. Durch Mittelung der Gleichung iiber die Periode T ergibt sich
fiir die linke Seite

- ou; & . OU; .
p (§+ h) ( 5 + jax‘) pz B (/ uiujdz>. (2.31)

Wird der mittlere dynamische Druck am Boden als
P = Pli=—n—pg(E+h)
definiert, so ergibt sich

o 0h _Oh D (1 o _ o\ OE
Penge =P + 5 (50 (€4 0)°) —pa(E+m) 52 @32

2

Unter den Voraussetzungen einer geringen Viskositét (die bei Wasser gegeben ist)
und einer mittleren Bodenneigung (die beziiglich der Wellenamplitude a und der Wel-
lenzahl k& wie folgt spezifiziert werden kann, ||Vh|| < O(ka) ) ist der Term p— ver-

nachléssigbar [33].

Durch Einsetzen von 2.31 und 2.32 in 2.30 und unter Verwendung einer Definition
der Terme S;; bekommen die gemittelten Impulserhaltungsgleichungen fiir 7 = 1,2 die

Form
p(E+h) (886 ’gU>
—pg(zm)jfi IV E] - 7PV B]
. z 2 {_sij +/§7d} (233)
wobei

S = /f 555 + piigitydz — = (E+h)25.-
ij = —hp ij T PUU;GZ 2pg ij -
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_ Physikalisch stellen die Si; die Komponenten des Spannungstensors dar, der den
Uberschufl am Momentenflufl représentiert. Da

%pg(@rh)Q = /ghpg(Z—Z)dz

gilt, kénnen die S;; auch als

Si; = /gh pdz — /i pg (E - z) dz] dij + /gh pu;tdz (2.34)

geschrieben werden.

Die Groflen S;; werden als radiation stress bezeichnet. Physikalisch sind die Sj;
die Summe der i -ten Komponente des hydrodynamischen Uberdruckes, definiert als
Differenz zwischen dem iiber die Tiefe und die Zeit gemittelten tatsichlichen Druck
und dem entsprechenden hydrostatischen Druck auf, und dem Netto-Momentenflusses

durch, eine Fliche normal zur j -ten Richtung. Die Grofle ffh 7;;d% stellt den mittleren
Momentenflufitensor, der durch die molekulare Fluktuation erzeugt wird, dar.

Fiir die weiteren Herleitungen erfolgt eine Vernachlissigung der athmosphérischen
Einfliisse 7/'||VF|| . Durch die Division der Gleichung mit p (f + h) entsteht die in
vielen Stromungsmodellen verwendete Gleichung:

T2 Uiz~ = 95— —F= ;
ot ; 0, Ox; p(§+h)j2135fj
1
(1 -TP) (2.35)
p(§+h)

mit
TR i /f d
poi= 2o, -, Tz

17 = TPVB].

)

Der Term (E + h) =: d wird im weiteren als absolute Wassertiefe bezeichnet.

Bei der konkreten Realisierung der Bodenreibung T® sowie des turbulenten Aus-
tausches 7; kann auf eine Vielzahl in der Literatur beschriebener Modellvorstellungen
zuriickgegriffen werden. Es ist jedoch zu beachten, daf§ hierbei nicht nur die mittleren,
langperiodischen Stromungen beriicksichtigt werden miissen, sondern auch die Orbital-
bewegungen der Wellen. Einige Ansétze hierzu werden in den Abschnitten 3.5 und 3.6
konkretisiert.
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2.3 Geschwindigkeitspotential von Wellen

Ausgehend von der Annahme, daf} die hydrodynamischen Gréien u; (i=1,2,3) und ¢ als
Uberlagerung von drei Strémungsanteilen (wie in 2.12 dargestellt) betrachtet werden
konnen, richtet sich nun das Interesse auf den wellenbezogenen Anteil ; und £ .

Der klassischen Herangehensweise folgend, wird fiir den Wellenanteil eine Poten-
tialformulierung verwendet. Wie allgemein bekannt, ist eine Potentialformulierung nur
anwendbar, falls eine rotationsfreie Stromung vorausgesetzt werden kann. Die Rota-
tionsfreiheit einer Stromung ist gewéhrleistet, falls

- keine Schubspannungen auftreten ( im allgemeinen gegeben, wenn von der Rei-
bungsfreiheit der Teilchen ausgegangen wird) und

- alle dufleren Krafte konservativ sind.

Da Fluidteilchen nur durch Schubspannungen in Drehung versetzt werden konnen,
bleibt eine ideale Stromung drehungsfrei, wenn sie anfianglich drehungsfrei war und
umgekehrt. Damit lautet die dritte allgemeine Voraussetzung, dafl die Strémung zu
irgendeinem Zeitpunkt rotationsfrei sein muf3.

Dies fiihrt jedoch zu einem gewissen Widerspruch. Treten Turbulenzen auf, so ist die
Bedingung der Rotationsfreiheit nicht mehr gegeben. Nicht nur das Wellenbrechen ist
eine Quelle hoher Turbulenz, sondern auch die turbulente Grenzschicht in Bodennéhe.

Bei der Herleitung des Geschwindigkeitspotentials wird das Brechen von Wellen
zunichst ausgeschlossen. Es werden die Betrachtungen auf zahmeWellen kleiner Am-
plitude (2a/d < 1 ) und geringer Steilheit (2a/L < 1) beschrinkt. Auf die Bertick-
sichtigung des Wellenbrechens im Modell wird gesondert eingegangen. Beziiglich der
turbulenten Grenzschicht wird vorausgesetzt, dafl diese keinen signifikanten Einflufy auf
die Wellenbewegung ausiibt. Bei den betrachteten zahmen Wellen hat man es mit einer
5 bis 10cm starken turbulenten Grenzschicht zu tun.

Im weiteren wird nun angenommen, daf} eine skalarwertige Funktion ®(Z, t) existiert,

so daf3

u; = mit ¢ =1,2,3 (2.36)

B al'l
gilt. Die Funktion ® heifit dann Potential zum Vektorfeld @(%,¢) .
Wie schon erwéhnt, kann auf Grund der Definition der periodengemittelten Grofien

; und & von einer GleichmiiBigkeit beziiglich des betrachteten Skalenbereichs der Wel-
lenléinge und -periode ausgegangen werden. Wird vorausgesetzt, daf die vertikale Kom-
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ponente w der Grundstromung im Verhéltnis zum vertikalen Wellenanteil w vernachléssig-
bar klein ist, so hat das Potential zur Beschreibung der hydrodynamischen Verhé&ltnisse
bei der Interaktion von Seegang und Strémung die allgemeine Form:

d=—To— Gy+P. (2.37)

Wird von einer {iber die Tiefe relativ gleichméfligen Verteilung der Grundstrémung
ausgegangen, so kann ® auch wie folgt:

d=—-Uz—Uy+. (2.38)
geschrieben werden.

Durch eine geeignete Koordinatentransformation kénnen alle folgenden Betrachtun-
gen ohne Grundstrémung durchgefiihrt werden. Es wird dabei auch auf die Tilde iiber
dem Buchstaben ® verzichtet. Ausgehend vom Anwendungsbereich werden bei der wei-
teren Modellentwicklung nur noch periodische, progressive Schwerewellen betrachtet.
Fiir das Geschwindigkeitsfeld einer Welle wird ein Potential, wie es bei Yoo [47] vorge-
schlagen wurde, verwendet.

2.3.1 Grundlegende Annahmen

Wie bereits bei der Beschreibung des tiefenintegrierten Stromungsmodells erwéhnt,
stellt die Beschreibung der freien Wasseroberfldche ein schwieriges nichtlineares Pro-
blem dar. Um die ndherungsweise Erfassung der Wellenbewegung zu erméoglichen, wur-
den verschiedene Wellentheorien und numerische Verfahren entwickelt. Eine der éltesten
Modellvorstellungen fiir den Seegang ist die lineare Wellentheorie. Ausgehend von den
NAVIER-STOKES-Gleichungen 2.1 und 2.2 wird ein mathematisches Modell auf der
Grundlage der linearen Wellentheorie zur Beschreibung des Seegangs entwickelt. Dafiir
ist es niitzlich, alle in den letzten Abschnitten festgelegten Annahmen zusammenzufas-
sen. Vorausgesetzt wird im folgenden:

eine konstante Dichte der Fliissigkeit,

eine inkompressible Fliissigkeit,

eine ideale Fliissigkeit, d.h. keine Reibung und Viskositit,

die Existenz eines Gravitationsfeldes,

eine rotationsfreie Bewegung,
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- schwere Wellen, d.h. atmosphérische Druckschwankungen werden ignoriert, und

- Wellen kleiner Amplitude (2a/d < 1) und kleiner Steilheit (a k/m < 1), d.h. die
lineare Wellentheorie gilt.

Der Vollstiandigkeit halber werden an dieser Stelle auch alle weiteren noch zu verwen-
denden Voraussetzungen [47] wiedergegeben:

- Wellenfrequenz hoch genug, um die Rotationskomponenten zu vernachlissigen,

- plane oder fast plane Wellen, d.h. die Variation der Amplitude ist kleiner als die
der Phase,

- Vernachléssigbarkeit nichtlinearer Interaktionen mit Einzelwellen,

- vernachléssigbare Wellenreflexion, d.h. progressive Wellen,

- Wellen mit einer Lénge kleiner als die Léingenskala der Scherstromung, d.h. HV| U] H <
kIO

- die zeitliche Anderung der unidirektionalen Strémung ist kleiner als die der oszil-
A « o||T7|| und

lierenden Bewegung |=5

- mittlere Bodenneigung ||Vd|| < kd .

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dafl die Forderung an die Bodenneigung
beziiglich der absoluten Wassertiefe gilt und im allgemeinen ungleich der Bodenneigung
||V h|] ist.

Um im Rahmen der hier betrachteten Modellklasse Effekte auf die Wellentransfor-
mation, die durch geneigten Boden hervorgerufen werden, einbeziehen zu kénnen, wird
vorausgesetzt, dafl die Bodenneigung flach genug ist, um keine signifikante Wellenener-
gie zu reflektieren.

In den folgenden Darstellungen ist es hdufig sinnvoll, zwischen den Koordinaten
1 , T2 und der Koordinate 2 = x3 zu unterscheiden. Weiterhin wird, solange keine
Mif}verstéindnisse moglich sind, die EINSTEIN’sche Summenkonvention verwendet.

2.3.2 Grundlegende Funktionen und Randbedingungen

Ausgehend von Naturbeobachtungen, wonach periodische Wasserwellen ein fast sinusférmi-
ges Profil haben, wird nun eine spezielle Form der freien Wasseroberfliche betrachtet.
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Fiir sinusformige langkdimmige Wellen der Periode T 148t sich die Wasserspiegelauslen-
kung wie folgt beschreiben:

E(z1,29,t) =+ a(xy, x2) cos(S(xy, 2, 1)), (2.39)
dabei ist

n der mittlere Wasserstand beziiglich der Wellenperiode T,
a die Wellenamplitude,

S (x1,29,t) := kcos(f)x1 + ksin(f)xy — ot  die Phasenfunktion,

o = 2?” die Kreisfrequenz und

6 die Wellenanlaufrichtung.

Da von einer rotationsfreien Bewegung des Fluids ausgegangen wird, kann zu ei-
ner Potentialformulierung der Bewegungsgleichung iibergegangen werden. Zur Beschrei-
bung des Geschwindigkeitsfeldes unter einer Welle wird ein Geschwindigkeitspotential
gesucht, welches die Identitét:

0P
ﬁxi

mit  i=1,2,3 (2.40)

U; =

erfiillt.

Durch FEinsetzen dieser Identitdt in die Kontinuitédtsgleichung 2.1 erhilt man die
Feldgleichung fiir das Potential ® , die LAPLACE-Gleichung

—— =0. (2.41)

Aus der Gleichung der Impulserhaltung 2.2 und unter Vernachléssigung der Coriolis-
kraft sowie der Viskositéit entwickelte BERNOULLI die Gleichung der Energieerhaltung:

o 1 /0d\* 1
4 + = +p) + = F 2.42
ot 2 <8x2> p(ps p)+ 9z (*) ( )

mit der Integrationskonstante F'(t) . Dabei ist ps der atmosphérische und p der
dynamische Druck. Wird die Konstanz des totalen Druckes (ps+p) angenommen und auf
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Grund der Tatsache, dafl das Potential ® bis auf eine beliebige Zeitfunktion eindeutig
bestimmt ist, vereinfacht sich die dynamische Randbedingung an der freien Oberfliche
Al

o 1 [0d\> .

Die kinematische Randbedingung an der freien Oberfliche hat fiir Potentialstromun-
gen die Form:

o _ 0% 0% o

bei z=£. (2.44)

Beschrinkt man sich auf Wellen kleiner Amplitude, die der linearen Wellentheorie
entsprechen, so muf} folgendes gelten:

- fiir Tiefwasser : 2ak < 1,

- bei flachem Wasser muf} zusétzlich 2a/d < 1 gelten.

Unter diesen Voraussetzungen ist es moglich (siehe STOKER. (1957) [42]), die Rand-

bedingung an der freien Oberfliche durch Reihenentwicklung zu linearisieren. Diese sind
dann:

0P
S = g& und (2.45)
oc 0 ——

Durch das Zusammenfiihren dieser beiden Randbedingungen 2.45 und 2.46 ergibt
sich die kombinierte (dynamische und kinematische) Oberflichenrandbedingung fiir die
Wellenbewegungen:

0?P 0P .

Die kinematische Randbedingung am Boden kann leicht formuliert werden, wenn
der Seeboden als undurchléssig betrachtet wird. Dann wird angenommen, daf} die Nor-
malengeschwindigkeit am Boden Null ist:



2.3. GESCHWINDIGKEITSPOTENTIAL VON WELLEN 25

usg=— Yy ulg—h bei z = —h, (2.48)

i=1,2 9Ti

wobei h die Tiefe des Bodens ist.

Nutzt man die Definition 2.40, so kann die Randbedingung am Boden 2.48 in der
Form:

o0 9% oh

bei z=—h (2.49)

geschrieben werden.

2.3.3 Potentialformulierung

Der LAPLACE-Typ der partiellen Differentialgleichung 2.41 wird im allgemeinen mit
der Methode der Separation der Variablen gelst.

Ausgehend von der Annahme der Giiltigkeit der linearen Wellentheorie wird, wie in
[47] vorgeschlagen, angenommen, daf sich das Potential ® als Produkt zweier Funktio-
nen Z(z,(x;)) und B(z;,t) darstellen 1a8t. Die Vertretbarkeit dieser Annahme ergibt
sich im Nachhinein aus der Existenz eines Potentials dieser Form. Das Potential habe
also folgende Form:

O(z;,t) = Z(z,(x;))B(x;, t), (2.50)
B(z;,t) = A(x;)cosS(x;,t). (2.51)

Folgt man der Argumentation von YOO [47], so ist Z nicht nur eine Funktion von
z, sondern hingt auch schwach von z; ab. Wird ® nun in die LAPLACE-Gleichung
eingesetzt, so erhilt diese die Form:

1 (22 822 1 0°B
(8 a_)_ 0 (2.52)

Z\oz Yoz ) T B

Da Z wie angenommen nur schwach von z; abhéingig ist, wird die zweite Ablei-
tung beziiglich z; auf der rechten Seite vernachlissigt. Die Zuléssigkeit dieser Annahme
wird spéter an Hand der gefundenen Funktion Z gerechtfertigt. Im weiteren wird also
folgende Relation betrachtet:

10°Z 1 9°B
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Die linke Seite ist also quasi unabhéngig von x; . Da die rechte Seite aber von z
unabhingig ist, miissen beide Seiten gleich einer wohlbestimmten Konstanten k? sein,
wobei k der Trennfaktor ist.

In der klassischen Ingenieurdarstellung wird k£ als Linge des Wellenzahlvektors in-
terpretiert. Diese eventuell bestehende Verbindung soll an dieser Stelle vollig aufler acht
gelassen werden. Spéter wird sich zeigen (sieche Abschnitt 2.3.4), daf eine solche Ver-
bindung zwar existiert, sie jedoch im Gegesatz zur klassischen Darstellung eine andere
Form hat.

Die folgende Herleitung entspricht der klassischen Herangehensweise in der Inge-
nieurwissenschaft fiir die Theorie Wellen kleiner Amplitude. Folglich wird angenommen,
daf} sich die obige Gleichung in der Form:

0*Z

W ~ k2Z und (254)
2
B

2

schreiben 148t.

Lésungen der linearen Differentialgleichung 2.54 lassen sich als Kombination von
Exponentialfunktionen darstellen:

Z = b explk(z + h)] + c exp[—k(z + h)]. (2.56)
Um die Integrationskonstanten b und ¢ bestimmen zu kénnen, miissen die Randbe-
dingungen formuliert werden.

Durch das Einsetzen der Annahmen 2.50 und 2.51 in die Randbedingung am Boden
2.49 ergibt sich:

la_z__laAah+@as
70z  Adx;0r; Ox; Ox;

sin(S) bei z = —h(xy, z3). (2.57)

Diese Gleichung muf§ zu jedem Zeitpunkt erfiillt sein, d.h. sie mufl von t unabhingig
sein. Folglich muf} gelten:

107 1 0A Oh .
70. — Aowon bei z= —h(xy,72) und (2.58)
Oh 05 in(S) = o. (2.59)
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Durch das Einsetzen der Annahme 2.56 in die Gleichung 2.58 ergibt sich die Identitét

b—c=s(b+c) (2.60)
it 1104 oh
= A om om, (261)

Um die Eindeutigkeit der Losung zu sichern, wird fiir Wellen kleiner Amplitude ange-
nommen, dafl die Funktion Z einen bestimmten Wert an der mittleren Oberfliche hat
aber iiber die Tiefe variiert:

Z =1 bei Z2=1. (2.62)

Aus den Gleichungen 2.62 und 2.56 ergibt sich eine weitere Beziehung:

b explkd] + ¢ exp[—kd] =1, wobei  d=n+h  ist. (2.63)

Unter Zuhilfenahme dieser beiden Beziehungen kann nun b und ¢ bestimmt werden:

— 1+s
" (1 + s) exp[kd] + (1 — s) exp[—kd]’ (2.64)
© — (2.65)

(1 + s)explkd] + (1 — s) exp[—kd]

Somit hat die Funktion Z die Form
(1 +s)explk(z + )] + (1 — s) exp[—k(z + h)]

7 = 2.66
(1+ s)explkd] + (1 — s) exp|—Fkd] (2.66)
Diese kann weiter zu
Z = cosh(k(z —n)) + T* sinh(k(z — n)) (2.67)
mit tanh (kd
. tanh(kd) + s (2.68)

1+ s tanh(kd)

umgeformt werden.

Durch das Einsetzen der Gleichungen 2.50, 2.51 und 2.62 in die Bedingung 2.47 an
der freien Oberfliche und unter Ausnutzung der Definition 2.39 kann

A=-2 (2.69)
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bestimmt werden.

Wird weiterhin die Wellenfrequenz als

oS
-

= (2.70)

definiert, so hat die Potentialfunktion der Orbitalgeschwindigkeit der Welle die Form:

o = ﬂ[cosh(k(z — 1)) + T*sinh(k(z — n))] cos(S). (2.71)

o

Dies ist das Geschwindigkeitspotential fiir die Bewegung von progressiven Wellen
iiber schwach geneigtem Boden. Das so gefundene Potential ® erfiillt die LAPLACE-
Gleichung und die Randbedingungen. Werden nun die partiellen Ableitungen der Funk-
tion Z zum einen nach z und zum anderen nach x; abgeleitet, so ist auch die Zuléssigkeit
der zweiten Annahme, die Vernachlédssigung der partiellen Ableitung nach x; , gegeben.

Dieses Potential geht fiir flachen Boden (s=0) in das wohlbekannte klassische Wel-
lenpotential iiber:

_ga cosh(k(z + 1))

d ="
o cosh(kd)

cos(S). (2.72)

Abschlieflend soll der Separationsfaktor £ in Relation zum Wellenzahlvektor K ge-
bracht werden. Durch das Einsetzen von 2.51 in die Gleichung 2.55 und unter Zuhilfe-
nahme der Definition des Wellenzahlvektors

K; = g:i-’ (2.73)
ergibt sich die von BATTJES [3] entwickelte Gleichung
K*=k + ¢ (2.74)
mit ,
" = é gx;. (2.75)

Geht man von der Definition des Wellenpotentials aus, so kénnen die Geschwindig-
keitskomponenten durch Differentiation des Potentials ermittelt werden.
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2.3.4 Dispersionsbeziehung

Zum Abschlufl wird der Zusammenhang zwischen Separationsfaktor £ und Kreisfre-
quenz spezifiziert. Durch Substitution der Gleichungen 2.50 und 2.51 in die Randbedin-
gung an der Oberfliche 2.47 ergibt sich die Dispersionsbeziehung fiir schwach bis mittel
geneigten Boden.

Die unter allgemeineren Voraussetzungen giiltige Dispersionsrelation lautet:

- tanh(k d) + s

= = gkT" 2.76
7 =9 1 + stanh(k d) g (2.76)
mit
o t1oAad
* T kAo o,
A = 97
ag

Bei der Verwendung dieser Dispersionsbeziehung ist zu beachten, dafl die Kreisfre-
quenz o der Welle auf beiden Seiten der Gleichung vertreten ist. Dies erschwert bei der
numerischen Realisierung die Losung dieser Gleichung.

Beim Ubergang zu flachem Seegrund, d.h. % = g—‘yl = 0 wird s = 0 und aus 2.76
entsteht die klassische Dispersionsrelation

0? = gk tanh(k d). (2.77)
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Kapitel 3

Mathematische Formulierung der
Wellengleichung

In diesem Kapitel wird das mathematische Modell zur Beschreibung des Seegangs ent-
wickelt. Ausgehend von der allgemeinen kinematischen Wellentheorie und der von YOO
vorgestellten Dispersionsbeziehung wird im ersten Teil eine neue Formulierung zur Be-
schreibung der Wellenausbreitung hergeleitet. Im zweiten Abschnitt wird die Herleitung
der Wellenenergieerhaltungsgleichung vorgestellt. Nachdem die konkrete Form der ra-
diation stress bestimmt wurde, werden zum Abschlufy die Parametrisierungen des Wel-
lenbrechens, von Turbulenz- sowie Reibungserscheinungen und deren Integration in die
Gleichung der Energieerhaltung beschrieben.

3.1 Betrachtung der Wellenausbreitung

Zunichst werden die theoretischen Grundlagen zur Beschreibung des Einflusses der
Stromung und der variablen Tiefe auf die Wellenausbreitung dargelegt. Fiir die betrach-
tete Problemklasse der Hydrodynamik im Kiistenbereich ist es erlaubt anzunehmen, dafl
die charakteristischen Zeitspannen und rdumlichen Ausdehnungen der Grundstrémung
(im allgemeinen tideinduziert) wesentlich grofier sind als die des Seegangs.

Hierfiir ist es notwendig, die Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten sowohl der
Orbitalgeschwindigkeiten des Seegangs als auch die der zugrundeliegenden Strémung
abzuschétzen. Ausgehend von der Definition des Wellenpotentials 2.40 kénnen die Ge-
schwindigkeitskomponenten durch Differentiation des Wellenpotentials 2.71 bestimmt

31
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werden:
u;p = Kiaga [cosh(k(z —n)) + T sinh(k(z — n))]sin(S) , (3.1)
uy = —k?ﬂmmw@—n»+T%%muz—mnmg$. (3.2)

Anhand dieser Gleichungen ergibt sich sofort die Abschétzung:

u; = O[(ka)\/gd]. (3.3)

Dabei ist O() das grole LANDAU-Symbol. Die verwendete Nomenklatur ist analog zu
Kapitel 2. Diese Abschéitzung entspricht der Abschétzung bei der Verwendung des klas-
sischen Wellenpotentials. Es kann nun der klassischen Argumentation gefolgt werden.

In den letzten Jahrzehnten erfuhr die Entwicklung der kinetischen Wellentheorie ei-
ne geschlossene Darstellung. Insbesondere sei hier die umfassende Arbeit von Hayes [18]
genannt. Hayes gibt folgende Beschreibung der kinematischen Wellentheorie: “Die kine-
matische Theorie der Wellenausbreitung basiert auf den Annahmen, in einem asymp-
totischen Sinne, dafl Wellen annéhernd lokale plane Wellen sind, d.h. sie lassen sich in
einem Raum (Z,t) beschreiben.” ( S.210,[18]). Fiir ebene Wellen ergeben sich Wellen-
zahlvektor K und Kreisfrequenz o aus dem Ortsgradienten bzw. der zeitlichen Ableitung
der Phasenfunktion S:

oS

K, = 4
! al'l ’ (3 )
oS
Werden nun die gemischten zweiten Ableitungen gebildet, so ergibt dies
0 [0S o (oS
o [0S o [0S
or () = o (a0) 0

Diese vier Gleichungen 3.4 - 3.7 zusammen mit der Dispersionsgleichung 2.76 ergeben
die Gleichungen zur Beschreibung der Wellenausbreitung:

8KZ oo
5 + pr 0, (3.8)
0K; 0K;
. 8x~] und (3.9)
7 i
02— ok tanh(k d) + s (3.10)

A stanh(k d)
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Da die Dynamik der Wellenbewegung in bzw. auf einem bewegten Medium wesent-
lich anders ist als auf einem ruhenden Medium, folgen zunéchst einige Bemerkungen
und Definitionen.

Wird die Anderung der Stromungsgeschwindigkeit iiber die Tiefe vernachlissigt, so
konnen zunéchst zwei Koordinatensysteme einfiihrt werden.

Das absolute Koordinatensystem ist fest auf der Ebene und wird mit dem Index ’a’
bezeichnet. Das zweite Koordinatensystem ist das Galilei-transformierte des absoluten,
wobei die Transformationsgeschwindigkeit die der Stromungsgeschwindigkeit entspricht.
Betrachtungen in diesem Koordinatensystem werden durch die Indizes 'r’ gekennzeich-
net. Ist 7, die Position im absoluten System und herrscht die Geschwindigkeit U vor,
dann ergibt sich die zugehorige Position Z, wie folgt:

=i, + Ut. (3.11)

Wird vorausgesetzt, daf die 6rtliche Anderung der Stromung gering ist im Vergleich
zur Phasenfunktion, 148t sich die Bewegung einer lokal planen Welle auf einem bewegten
Medium durch die folgende Phasenfunktion beschreiben:

S = K&, + aat + Ss, (3.12)

bzw.
S:I?fr+art+55t:ﬁfa+(ar+l?(7)t+55t, (3.13)

wobei Sg; die Startphase ist.

Aus dem Vergleich von 3.12 und 3.13 ergibt sich nun die Relation
0o =0, + KU. (3.14)
Dies ist die sogenannte Doppler-Gleichung, welche unter der Annahme kleinskaliger

Stromung und geringer Bodenneigung gilt. Sie beschreibt die Beziehung zwischen der
absoluten Kreisfrequenz

2m
o= 7 3.15
o= (3.15)
und der relativen Kreisfrequenz
2 (3.16)
Opr = —, .
T,

wobei T, die relative Wellenperiode ist.
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Die relative Kreisfrequenz ergibt sich aus der Dispersions-Relation 2.76

tanh(k d) + s
o= gkl + s (tan})l(—i/_f d) (3.17)
mit
. 110A od
’ k A Ox; Ox;’
A = —ﬂ,
UT

d := h 4+ n und a - Wellenamplitude. Dabei ist 1 die Wasserspiegelauslenkung der
zugrundeliegenden Stromung.

Aus 3.13 ist ersichtlich, daf} viele der Zusammenhénge sinusférmiger Wellen im ru-
henden Wasser iibertragen bzw. genutzt werden konnen zur Beschreibung von entspre-
chenden Vorgingen in sich bewegenden Medien durch die Verwendung der relativen
Kreisfrequenz o, (siehe [38]).

Ausgehend von dem eben beschriebenen Konzept, stellen sich die Gleichungen 3.8
(i=1,2), 3.9, 2.74, 3.14 und 2.76 zur Beschreibung der Wellenausbreitung wie folgt
dar:

8KZ 80’a i s
5 + o 0 miti=1,2, (3.18)
0K; 0K
= 3.19
81‘]‘ 81‘2 ’ ( )
E* = K? -6 und (3.20)
tanh(kd)+s -~
. = gk KU . 3.21
7 \19 1—i—stanh(l~cd)jL (3:21)

Dies sind nun die Gleichungen zur Bestimmung der drei gesuchten Variablen K;
(i=1,2) und o, . Zur Bestimmung der beiden Unbekannten K; (i=1,2) miissen die drei
Gleichungen, die Gleichungen 3.18 mit i=1,2 und die Bedingung der Rotationsfreiheit
3.19, erfiillt werden. Im folgenden wird eine Herangehensweise vorgestellt, die diese drei
Gleichungen auf zwei reduziert, die dquivalent zu den Ausgangsgleichungen sind. Die
Idee besteht darin, durch die Addition von ”produktiven Nullen“ zu den Gleichungen
3.18 eine Reduzierung der Gleichungsanzahl zu erreichen. Wird die Bedingung der Ro-
tationsfreiheit 3.19 betrachtet, so ist der Term % — 8K2 Null. Dies ist ein Kandidat
fiir eine ”produktive Null“. Ein solcher Eingriff in die Glelchungen 3.18 darf jedoch den
Charakter und die den Gleichungen innewohnenden Geschwindigkeiten nicht verdndern.
Es wird nun untersucht, ob es Vorfaktoren zu dieser ”produktiven Null“ geben muf.
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In etwas anderer Schreibweise hat die Gleichung 3.18 die Form:

2
OK: ’ <UT = KJU]) =0 (3.22)

Zunichst wird die partielle Ableitung von o, bestimmt. Ausgehend von der Beziehung
T := tanh(k d) (3.23)

hat die Dispersionsbeziehung 2.76 die Form:

T+s
2 = 24
o =9k 7 (3.24)
und die partielle Ableitung
00, g [Tos ok [(L+sT)EE) — (T +9)(Tg +s5T) 5
Or; 20, | 1+ sT Ox; (14 sT)2 ' ‘

Es wird sich zeigen, dafl es ausreichend ist, nur diejenigen Ausdriicke zu betrachten,

die den Term g—k enthalten:
do, g [ T+s |0k k0T ks 0T
= — .2
0x; 20, {1+8T [&ri +T+36:EZ~ 1+8T8Ii] fl} ’ (3:26)
g | T+s |0k k ks oT
= — . .2
20, {1+8T [&ri + <T+s 1+ sT ) Ox; +h (3:27)

Der Ausdruck f; enthélt alle weiteren Terme, die nicht ‘9T bzw. aak enthalten. Das

konkrete Aussehen von f; interessiert im weiteren nicht. We1tere Umformungen ergeben:

oT 1 ok ad
= s {5 dtks— 3.28
0x; cosh?(k d) { ox; * ox; } (3.28)
2uanh(k djd O -

sinh(2kd Ox;

do, g | T+s " k B ks 2T d %
or; 20, |1+sT T+s 14T ) sinh(2kd)| ) Ox;

und
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g [ T+s k ks
* 2ar{1+sT <T+s 1+8T>f2+f1} (3:30)
frest
1o, 2k d T sT ok
- -9 31
2 k [ sinh(2k d) <T—i—s 1+ST>] ox; - frest (3:31)
1o, [ 1—s2 -I ok
= L l1+4 + fres 3.32
2k | ( ) (L+sT)| Ox; T (3:32)
Durch das Einfiihren der folgende Definitionen:
1— 2
G = G, ° : (3.33)
(1+2) (1 +5T)
2k d
= — .34
Go sinh(2k d) und (3:34)
1 o,
= —(1 — .
Cy 2( + Q) 7 (3.35)
wird eine einfache Darstellung erreicht:
oo, ok
e C-"a_xi + frest - (3.36)

Zu beachten ist, dal in f,.s; Ableitungen verschiedener Ordnungen und verschiedener
Groflen enthalten sind, wie a(gf") und 85 . Es ist jedoch bei der hier vorgestellten
Herangehensweise nicht von Interesse Welche erkhche (sehr komplizierte) Struktur f..q
besitzt. Dies wird noch deutlicher durch die Beriicksichtigung von Diffraktionseffekten
unter Zuhilfenahme der BATTJES-Gleichung 2.74:

K =K?—§ mit K=K+ K2 (3.37)

Durch das Einsetzen der partiellen Ableitung

ok 2 K; OK; 1 06*
95, =2 K om 2k om (3.58)

in 3.36 ergibt sich nun:

80'7« 2 Kj 8KJ 1 06*
B, = Cy {Z & om 2%k o, } + frest- (3.39)
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% erlaubt es nun, die Bedingung der Rotationsfreiheit
3.9 in die Gleichung 3.22 einzubringen. Der Term ngkia—K? mit i # j in % kann nun

ox;
K: 9K
durch C, 522K argetzt werden.
9 k Oxj

Die Darstellung 3.39 von

Gleichung 3.22 wird damit zu

2
a@n+ KU)
oK, PR oK (aKj IK;

ot d; Tk \ 0z Oz,

):0 mit j # i . (3.40)

Durch diese Vorgehensweise bleiben alle in f,.,; zusammengefaiten Terme und Ab-
leitungen hoherer Ordnung sowie der Ausdruck —C’gﬁ% in der Gleichung implizit
enthalten.

Somit reduzieren sich die drei Gleichungen 3.22 (mit ¢ = 1,2 ) und 3.9 zur Bestim-
mung von K; auf nur zwei. Die zusammengefafiten Gleichungen
GKZ aaa KJ 8K] GKZ
+ — —
855‘2' al'j

ot = oz, 'k = 0 mitj#i undi=1,2, (3.41)

k> = K* -6  und (3.42)

tanh(k d) + s
Ty s tanh(k d)

+ KU (3.43)

Oq —

zur Beschreibung der Wellenausbreitung beinhalten eine Anzahl in der Literatur ([47],
[33], [24]) beschriebener Spezialfille.

Im Gegensatz zu den in der Literatur ( Mei [33], Yoo [47], Kawahara [24] u.a.) vorge-
stellten Gleichungen ist eine einfache physikalische Interpretation und eine Bestimmung
des mathematischen Charakters der hier entwickelten Gleichungen méglich.

1. Ist die Bedingung der Rotationsfreiheit des Vektorfeldes der Wellenzahlvektoren
zu irgend einem Zeitpunkt gestort, so erfolgt die Wiederherstellung der Bedingung
der Rotationsfreiheit mit der dem System innewohnenden Geschwindigkeit C; .

2. Eine Anderung der Linge des Wellenzahlvektors wird im wesentlichen durch einen
ortlichen Unterschied in der Wellenperiode hervorgerufen.

3. Eine Anderung der Wellenperiode breitet sich mit der Wellengeschwindigkeit C
aus (dies folgt aus o, = C'k ).

Im Gegensatz zu der von Yoo [47] vorgestellten Herangehensweise, sind bei der Redu-
zierung der Gleichungsanzahl von 3 auf 2 keine Terme héherer Ordnung (vermeintliche
Terme geringeren Einflusses) vernachlissigt worden.
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Untersucht man die Gleichungen 3.48 vom mathematischen Standpunkt aus, so sind
sie ihrem Charakter nach zum einen im nichtstationdren Fall hyperbolisch und zum
anderen in die Gruppe der reinen Transportgleichungen einzuordnen. Dieser Charakter
wird im wesentlichen die Wahl eines numerischen Verfahrens beeinflussen.

Zum AbschluB werden nun einige Spezialfiille betrachtet, die den Ubergang zum
stationiren Wellenmodell bilden. Wird der Einfluf} einer eventuell vorhandenen Grund-
stromung vernachléssigt, so vereinfachen sich die Gleichungen 3.40 zu:

oK, (0o K, (0K, OK,

ot {ax e ( or oy >} und (3.44)
0K, oo K, (0K, 0K,

e o -t 4
ot {8y vk <8y 8x>} (3:45)

Wird von der Konstanz der Wellenperiode im gesamten Untersuchungsgebiet aus-
gegangen, so vereinfachen sich die Gleichungen 3.44 und 3.45 weiter zu

0K, K, (0K, 0K,

o i d 4
ot Co ( oz Oy ) w (3.46)
oK, K, (0K, 0K,
ikl RS - 4
ot Co k ( dy ox > (3.47)

Ausgehend von diesen Gleichungen entsteht im stationdren Fall, bei dem die zeitli-
chen Ableitungen verschwinden, sofort wieder die Bedingung der Rotationsfreiheit.

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde eine Herangehensweise vorgestellt, die die Ausbreitung
monochromatischer linearer Wellen beschreibt. Hierzu wurden Gleichungen entwickelt,
die ein hohes Mafl an Allgemeingiiltigkeit besitzen. Der formale Aufbau der Gleichun-
gen ist unabhingig vom Grad der betrachteten Effekte. Thre mathematische Struktur ist
unabhingig davon, ob eine zugrundeliegende Stromung, Diffraktion oder schwach ge-
neigter Seeboden vorliegen. Die Unterschiede ergeben sich nur bei der Bestimmung der
Gruppengeschwindigkeit C, , der absoluten Kreisfrequenz o, sowie bei der Berechnung
der Wellenzahl £ .



3.1. BETRACHTUNG DER WELLENAUSBREITUNG

Die Gleichungen zur Bestimmung der Wellenzahlvektoren K; lauten:

8KZ 80’a Kz 8K] 8KZ . .
-C,— — =0 f =1,2.
o o, Tk <8:17i axj> =t
Die absolute Kreisfrequenz o, berechnet sich aus:
2
Oq — Op + Z [(Z[]Z
i=1
mit der relativen Kreisfrequenz o, :
B I tanh kd + s
NI T s tanh kd
Unter Vernachlissigung der Diffraktionseffekte ergibt sich
VE}+K2=K=kF.
Wird Diffraktion eingeschlossen, so gilt nach BATTJES
2 _ 12 | s . 10%
K*=k"4+6 bzw. k=+vVK?—0* mit 0§ = o
a or;

Die Gruppengeschwindigkeit ist wie folgt definiert:

o 1<1+ 1—s2 2kd )2

72 (1+%)(1+sT)sinh2kd) &k’
11 0A od

ST TR Aomon M

A= 292

Oy

39

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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3.2 Dynamische Eigenschaften der Wellenbewegung

Im Abschnitt 3.1 wurden die mittleren kinematischen Eigenschaften des Wellenzahl-
vektors K; und der Kreisfrequenz o betrachtet. In diesem Abschnitt geht es in erster
Linie um energetische Betrachtungen der Wellenbewegung. Dabei soll zum Abschluf}
eine Gleichung zur Bestimmung der Wellenamplitude a entwickelt werden.

Verschiedene allgemeine zeitgemittelte integrale Eigenschaften, wie sie bei PHILLIPS
[39] beschrieben sind, sind Grundlage dieses Abschnittes. Durch eine Konkretisierung
des Energieflufles F; erhilt man eine Gleichung zur Bestimmung der Wellenenergie.
Groflen, die in diesem Zusammenhang Verwendung finden, werden die kinetische, po-
tentielle und die Gesamtenergie Ex , E'p und E; sein. Sie sind wie folgt definiert:

¢ 2
By = g/ (Zu§+w2 dz, (3.56)
—h s

&

E, = /pgzdz, (3.57)
0

E, = Ey,+E, und (3.58)

I3 2
F, = /h p+g<2u§+w2>+pgz
_ =

Die schon im Kapitel 2.3.2 entwickelten radiation stress S;; werden konkretisiert.

u; dz . (3.59)

Um ein Gefiihl fiir die obigen Groéflen unter Verwendung des verallgemeinerten
Potentials zu bekommen, werden diese unter Vernachlédssigung einer Grundstrémung
im folgenden vorgestellt.

Die Wellenenergie E; setzt sich zusammen aus kinetischer und potentieller Ener-
gie. Ausgehend von der Definition der kinetische Energie 3.56 ergibt sich durch das
Einsetzen des Potentialansatzes:

pl [t+% /s 3. (09’
E, =%t _ =) dzdt. 3.60
k 2T t—% —h]-;l ﬁxj ¢ ( )

Ausgehend von dem Wellenpotential 2.71 ergibt dies

(8(1))2 _ (@f K2sin2(S) [cosh(k(z — ) + T*sinh(k(z — n)]2und  (3.61)

ox i O
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(%)2 - <%>2 k? cos?(S) [sinh(k(z — n)) + T* cosh(k(z — n)]? (3.62)

o

mit

tanh(kd) + s

T = : :
1+ s tanh(kd) (3.63)
Siehe hierzu auch die Gleichungen 2.61 und 2.69.
Im weiteren werden folgende Bezeichnungen benutzt
7 = [cosh(k(z — n)) + T*sinh(k(z — n)]? (3.64)
und
107
z* = ——
k 0z
= sinhk(z —n) +T"coshk(z — 7). (3.65)

Unter Verwendung der BATTJES-Gleichung 2.74, wonach K? = k? + §* ist, hat die
kinetische Energie die Form:

B = ipgan (;)2 [(1 n %) /_"h Z2d + /_"h(z*)de] . (3.66)

Die Integralausdriicke kénnen zu

K\ o, 1
gl— / Z%dz = —-(1+F+G) und
o —h 2

g (;) /nh(Z*)Zdz - %(1 Y F- Q)
mit
(1 - 82) Go
G = (1 n %) 0T und (3.67)
- —5 Go (3.68)

(1+2) (1 +sT) kd

vereinfacht werden. Durch Einsetzen dieser Relationen ergibt sich:

*

1 )
E.=-|1+F
k 2[—1— +k2

(1+F+ G)] %pga2 : (3.69)
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Die Bestimmung der potentiellen Energie einer Welle ist wesentlich einfacher:

1

£ n
E, = / pgzdz — / pgzdz = 179 a’. (3.70)
—h —h

Die Summe aus potentieller und kinetischer Energie ergibt die totale Energie der Welle:

E, = (1+C) SPga’ (3.71)
mit .
C:§+5—4(1+F+G). (3.72)

Wird mit E die Wellenenergie nach der klassischen Theorie bezeichnet:

1
FE = §pga2, (3.73)
so ist erkennbar, daf die kinetische Energie nicht gleich der potentiellen Energie ist, wie
dies bei der linearen Wellentheorie mit konstanter Wassertiefe der Fall ist.

Ein weiterer Unterschied zum klassischen Wellenpotential zeigt sich im Energie-
transport:

n 1 2
F;, = / u; (ipz:ﬂ? +pgz+p|dz. (3.74)
_h =

Unter Zuhilfenahme der BERNOULLI Gleichung 2.42 und des Wellenpotentials ergibt
sich folgende Umformung

n 0P 0P
Fo= /hp<_8xi> (c’%)dz
Y ga _ . 0S g
= %/ / p(Ki—ZsmS> (a—a—rZsmS> dzdS
1 K ar k 9
= M (;) [, 7
1

11+ F+GK,;o,
= - —  —*7'F 3.75
2 1+¢ k kU (375)
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Die Energietransportgeschwindigkeit C'y ist dann wie folgt definiert:

= 3.76
P14 C kK (3.76)
Hier ist zu erkennen, daf} bei variierender Wellenamplitude und Wassertiefe die Energie-
transportgeschwindigkeit C'r ungleich der Gruppengeschwindigkeit C'y der Wellen ist.

Es gilt folgende Relation:
1+ F+G

1+O1+G) 7

Cp = (3.77)

Ausgehend von der soeben praktizierten Vorgehensweise ist es unter Einbeziehung
der iiber die Periode gemittelten GroSen U; und & méglich, eine Gleichung zur Bestim-
mung der totalen Wellenenergie zu entwickeln. Dabei lehnt sich die folgende Darstellung
an die Herleitung unter Verwendung des klassischen Potentials an.

Die Wellenhéhenverteilung kann mit Hilfe des Gesetzes der Energieerhaltung be-
rechnet werden. Dieses wurde fiir die Interaktion von Seegang und Strémung von
LONGUET-HIGGINS und STEWART eingefiihrt. Dabei wird die Gleichung der Im-
pulserhaltung skalar mit dem Vektor der Geschwindigkeit @ multipliziert und iiber ein
beliebiges Kontrollvolumen V'(¢) , welches durch Sy(¢) begrenzt ist, integriert. Die ent-
stehenden Gleichungen spiegeln das Gleichgewicht der mechanischen Energie im Volu-
men V' (t) wieder:

%/L/(%PU?WLP!J@BUZ') dV

1
= _//S ip’u?u]'ndeg—f—//S{—P(Sij—FTij}’njuidSO
0 0

]‘ 2
—ﬁ//v/fijdv.

Unter Vernachlissigung der Viskositit und durch die Wahl einer bestimmten Form
des Kontrollvolumens, ndmlich der Wassersiule iiber einem Quadrat, erhélt die Glei-
chung der Energieerhaltung die Form

a ¢ (1 o [t 1
E/_h <§Pu22 +P92> dz + 87/—h U <§pu22 +pgz+p> dz = 0. (3.78)

Durch das Einsetzen des Ansatzes u; = U; + 4; in die Gleichung 3.78 und Integration
iiber die Wellenperiode T" ergibt sich:

0 ¢ /1 .
5 /_h <§p(Ui + 1) + pgz) dz
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.9 /g(U-+a-) (1 (Ui + @)% + pgz + )dz (3.79)
9z J—n J j 2P i i Py p .

mit dem mittleren Durchflufl
Qi = p(n—h)U;. (3.80)
Werden folgende Beziehungen beachtet:

3 § 0 3
/ up Usdz = [ul / U9 dz] / s / Usdzdz,
—h w0z Jon

oU;
— 0
0z ’
3
/ idz = 0
—h

und wird eine Aufspaltung des Tiefenintegrals bis zur mittleren Wasseroberfliche vor-
genommen, ergibt dies:

0 1 3
at[ UiQi + PQ(U — h?) +/ —qudz+/ pgzdz|
d ¢ . )
+8x~/h(Uj+uj)< p(U; +2Uul+u)+pgz+p>dz
= 0
und
0 1 3
8t[ UiQi + P9(77 — h?) +/ —pu2d2+/ pgzdz|
0 &€ /1 )
+ /uj<—pui+pgz—|—p>dz+Ui / —pu; dz+/pgzdz
ox; |/-n 2 2
+9nQ; +Uj {/ poij + pu;ujdz — §+h25”]
/ pUZUd| (3.81)
0.

Es werden nun einige Terme etwas genauer betrachtet. Unter Ausnutzung der Glei-
chungen 2.21 und 2.33 sowie der Bezeichnung d = n + h ergeben sich folgende Darstel-
lungen:
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%(%Ui@) T ot (égi)

Q0Q; 1(Q:\°0
= o 7(@) G
_ @8@_1(@)%8@]
pd Ot 2\pd) = 0z

on
— (ZQJG —pg 77+h)a$Z

_ 0 ¢ \
_TZB/HVBH_'_ZaT [—Sij+/_hTide )

Q1§00
pd2im O,
8 1 8U UzaQJ 8523 ~ ~B
“(Zr.0.) = (T — T
o <2UZQZ> (Qfa 29z, " on, LT
mit
. 2 9 E
ﬂ = a_ zd )
jzlaxi/h” :
TP = 7F/|VB]
und
971 n] on oh
815[ pg(n” —h )} = PNy, pghat
= —gn 00
= Ox;

45

(3.82)

(3.83)

(3.84)

Werden diese Identititen in die Gleichung der Energieerhaltung 3.81 eingesetzt, so

ergibt dies:

0 €1 ) ¢
—udz+/ zdz
at{ p Py

n 3 3 3
+ 0 / i p a2+ pgz + pldz + U; / Ba%dz + / pgzdz
Ox; |J¢ 2 ! —n 2 =1

2 oU;

+2_ Sig s - U(T; = T%) = 0.

i=1

(3.85)
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Durch das Einfiihren der folgenden Bezeichnung:

1 ;
= / —pu?dz+/ pgzdz (3.86)
—n 2 n

-n

. S ) 3 R
F = / i; (5 Zluf + pgz + p) dz (3.87)
‘]:
erhilt die Energieerhaltungsgleichung die Form:

oE, 0 . 29U,
ot T og UiE+ B+ 3 S50

J=1

UL - 1) =0. (3.89)

Diese Gleichung beschreibt die Energieausbreitung, die vom welleninduzierten und
turbulenten Geschehen ( @ := u?+ @ +u' ) getragen wird (was durch die Hiite iiber den
Variablen gekennzeichnet ist).

Theoretisch ist es moglich, auf analoge Weise eine weitere Zerlegung der Energieaus-
breitung F' in welleninduzierten und turbulenten Energieflufl durchzufiihren. Dadurch
wird es jedoch notig, ein hochauflésendes Turbulenzmodell einzubeziehen.

An diesem Punkt werden weitere Einschriankungen gemacht, um eine ingenieurprak-
tisch anwendbare Gleichung zu erhalten. Es wird angenommen, dafl der Energieanteil
aus der Wellenbewegung dominant ist. Eine Energieausbreitung infolge Turbulenz sei
vernachlédssigbar. Damit konnen die Hiite iiber den Variablen weggelassen werden.

Die so enstandene Gleichung zur Bestimmung der Welleenergieausbreitung lautet:

OF, 5 2 oU :
— + —(UE+E)+), J
o +8xi(U v+ F)+ ) S

> Sii gy U (T; - TP) = €. (3.89)
]7

Dabei wird der Energieverlust infolge Wellenbrechen mit €, bezeichnet. Die konkrete
Form des Wellenbrechens wird in einem gesonderten Abschnitt betrachtet.

Mit dieser Gleichung ist es nun méglich, die Energieausbreitung zu bestimmen. Im
folgenden wird zusétzlich eine gendherte Darstellung beziiglich der Wellenamplitude
gegeben. Bei der numerischen Approximation gewinnt diese Gleichung noch an Bedeu-
tung.

Durch das Einsetzen der totalen Wellenenergie E; = (1+()$pga® (siehe Gleichung
3.71) und eine Vernachldssigung der zeitlichen Ableitung von ( ergibt sich eine Formu-
lierung in der Wellenamplitude:
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Oa 9 (Ui + Cpp)a? + 208 0U; Uil(TLi—TF) &

1
ot 2adx; = pgadz pga - pga’

47

(3.90)
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3.3 Radiation Stress

Die schon hdufig verwendeten Terme des radiation stress S;; spielen bei der Interakti-
on zwischen Stromung und Seegang eine zentrale Rolle. Deshalb werden diese Terme
in diesem Abschnitt ausfiihrlich behandelt und fiir die numerische Realisierung kon-
kretisiert. Eine geschlossene Darstellung der Grundlagen sind bei LONGUET-HIGGINS
[32], MEI [33] und PHILLIPS [39] zu finden. Zum Abschluf§ dieses Abschnittes wird eine
konkrete Darstellung auf der Grundlage des verwendeten Wellenpotentials gegeben [47].
Ausgehend von der Definition des radiation stress 2.34:

Sij = /ipdz B /i rg (E B Z) dZ] %t W (3.91)

kann im folgenden eine Zerlegung in wellen- und turbulenzinduzierten Momenteniiber-
schufl vorgenommen werden.

Die im Abschnitt 2.2 eingefiihrten GroBen 4; und & — € seien unter Vernachlissigung
der Variation der Grundstromung iiber die Tiefe in Wellen- und Turbulenzschwankun-
gen wie folgt zerlegt:

~

U =i+, E—-E=E+E.

Auf Grundlage dieser Zerlegung kann nun eine Zerlegung der radiation stress S;; vor-
genommen werden, die die Spannungen darstellen auf der Grundlage der Wellen- bzw.
Turbulenzbewegung. Aus der Definition der gemittelten Oberflichenauslenkung erhélt
man die offensichtliche Abschitzung ¢ — & = O(a). Wird, wie oben schon beschrieben,
die Unkorrelliertheit der Wellen- und Turbulenzbewegungen vorausgesetzt:

dzu;zoa gg,:()a
so haben die radiation stress die Form:
Sij = S’Nij + S;] , wobei

=2 _ _ _
o= ol [yl [T [7
Sij = p 92+ 7h;8xi aulwdzda

dz p 0;j
LW dz o i

E_
o [ T ds. (3.92)
“h

Eine analoge Form hat S’;j, wobei die mit einer Tilde gekennzeichneten Variablen

durch einmal gestrichene ersetzt werden.
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LONGUET-HIGGINS und STEWART haben die Gréflen S;j allein als radiation stress
bezeichnet.

Im weiteren wird ausschliefllich der Wellenanteil an den radiation stress unter Ver-
wendung des konkreten Wellenpotentials betrachtet und die Tilde weggelassen. Hierbei
wird der Argumentation von PHILLIPS [39] gefolgt, wonach der mittlere Term in den
geschweiften Klammern in der Gleichung 3.92 vernachlissigt werden kann. Werden rei-
ne progressive Wellen angenommen, so verschwindet dieser Term. Die verbleibenden
Terme haben folgende Form:

Pg 72 Py o
3 1

1
= —F

2

Y

n n 1 21 k 2
—p/ wrdz = / — pga® cos® S g <—> (Z*)*dSdz
—h —h 21 Jo o

1

/77 y /77 0P N 0P p
uu;dz =
Pyt af 0x; ox; ‘
1 o KK; (k)
= 2—/ /77 pgaZTJg (—) Z%sin? S dzdS
mJo Jon o
1 KK, (k\ m
= —pgat(1+0) g (L /22
pP90 (L4 0) 232 (a) LEE
K;

1 K;
= 5(1+5)(1+F+G)K KE

Zusammengefafit haben die radiation stress unter Verwendung des verallgemeinerten
Wellenpotentials die Form:

1 K K;
Sij=5 |(L+8)(1+F+G)= =L +(G~F)s| E. (3.93)

Hierbei ist E die totale Wellenenergie nach der klassischen linearen Wellentheorie:

1
E = §pga2. (3.94)

Wird von einem ebenen Seegrund ausgegangen, geht diese Darstellung in die klas-
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sische Beschreibung des radiation stress iiber:

1 K; K; 1
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3.4 Wellenbrechen

Die Transformation der Wellen im strandnahen Bereich wird wesentlich durch das Auf-
treten von Brechvorgéingen der Wellen bestimmt. Das Wellenbrechen erfolgt durch einen
Stabilitdatsverlust der Wellen bzw. der Wellenformationen und stellt eine Umwandlung
der Wellenenergie in andere Energieformen dar. Wellen werden instabil sobald die Orbi-
talgeschwindigkeit der Wasserteilchen auf der Wasseroberfliche die Wellenfortschritts-
geschwindigkeit erreicht und iibersteigt. Viele aufwendige Forschungsarbeiten sind in
den letzten Jahren zum Thema Wellenbrechen durchgefiihrt worden, um die genaue
Struktur brechender Wellen zu verstehen. Fiir die Anwendung bei der Untersuchung
grofirdumiger Vorgénge sind diese kleinskaligen Modellvorstellungen nicht nutzbar. Des-
halb werden fiir grole Untersuchungsgebiete, mit dem Bewuf3tsein der Unzuldnglichkeit,
einfache Parametrisierungen und Kriterien zur Beschreibung der Brechprozesse verwen-
det.

Ein wesentlicher Aspekt bei der Simulation von Seegangserscheinungen ist die nu-
merische Realisierung dieses Energieumwandlungsprozesses. Historische Entwicklungen
haben Brecherkriterien und die damit verbundene Dissipation durch eine Uberpriifung
der Wellenhohe in jedem Zeitschritt und deren Korrektur auf eine stabile Wellenhohe
realisiert. Durch Einfiihrung eines zusétzlichen Dissipationsterms e im Bereich des
Brechens in die Wellenenergieerhaltungsgleichung 3.89 bzw. in die Gleichung der Wel-
lenamplitude 3.90 wird eher den physikalischen Gegebenheiten entsprochen.

DALLY, DEAN und DALRYMPLE [12] gehen in ihrer Modellvorstellung des Wellen-
brechens davon aus, dal nach dem Wellenbrechen wieder eine lineare Welle mit einer
stabilen Wellenhohe existiert. Deshalb wird angenommen, daf3 die Rate der Energiedis-
sipation in der Brecherzone proportional zur Differenz zwischen dem aktuellen Energie-
flu (EC,) und dem Energieflu§ einer stabilen Welle (EC,); ist. Die Energiedissipation
infolge Wellenbrechens hat dann die Form

e = —%(Ecg _(EC,),). (3.96)

In [12] wird die Verwendung einer Konstanten Kp = 0.15 vorgeschlagen. WATANABE
und MARUYAMA [45] haben den Faktor Kp in Abhéngigkeit von der Neigung des Un-
terwasserstrandes [ spezifiziert:

KB = Qp tan(ﬁ) s (397)

wobei ap = 2.5 eine empirische Konstante ist.
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Die Wellenenergie (einer stabilen Welle) nach dem Brechen ergibt sich aus den ver-
schiedenen Brecherkriterien.

Vom ingenieurpraktischen Standpunkt gesehen werden zwei unterschiedliche Ursa-
chen des Wellenbrechens klassifiziert. Hiernach konnen Wellen brechen, wenn entweder
die Grenzsteilheit der Welle iiberschritten oder ein bestimmtes Verhéltnis von Wel-
lenh6ohe zur Wassertiefe erreicht wird. Aus der Vielzahl von verschiedenen Brecherkri-
terien seien hier nur zwei klassische genannt.

Basierend auf der STOKESschen-Wellentheorie haben MICHELL und MICHE [1] das
folgende Brecherkriterium beziiglich der Grenzsteilheit der Wellen entwickelt:

(Ka)p = g tanh(K d) . (3.98)
Der Einflul der Wassertiefe auf die Grenzsteilheit ist hier mitberiicksichtigt.
Aus der Analyse einer Vielzahl von Laboruntersuchungen mit unterschiedlichen

Randbedingungen fand WEGGEL [46] ein Brecherkriterium, welches sowohl das Verhlt-
nis von Wellenhohe zu Wassertiefe als auch die Sohlneigung beriicksichtigt:

2 2
298 _ alﬂ (3.99)
mit

a; = 43,75 (1 - 6*196) ,

1,56
b = m und
B = Neigung des Unterwasserstrandes .

An die Grenze der Anwendbarkeit dieses Kriteriums stoft man bei immer grofler wer-
dender Wassertiefe. Hierbei konnen die Wellen unendlich steil werden ohne zu Brechen.

Um dieses Problem zu beseitigen, wurde das MICHE-Kriterium von BATTJES und
JANSSEN [5] wie folgt verdndert:

(Ka)p = %tanh(qu), (3.100)

wobei ¢ ein Parameter ist, der verschiedene Faktoren, die das Wellenbrechen beeinflus-
sen, beinhaltet. Eine grobe Beschreibung bildet ¢ = 7% , wobei vg das Verhiltnis von
Wellenamplitude zu Wassertiefe am Brechpunkt (%)B ist. Damit beriicksichtigt dieses

Brecherkriterium sowohl das Wellenbrechen infolge zu steiler Wellen als auch infolge zu
geringer Wassertiefe.

Es gibt jedoch noch eine Vielzahl anderer Brecherkriterien, die fiir unterschiedliche
Gegebenheiten angepafit sind. Das Einbringen und die Realisierung weiterer Brecher-
kriterien ist im Rahmen des Dissipationsterms 3.96 moglich.
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3.5 Turbulenzerscheinungen

Es ist eine Selbstverstindlichkeit, dafl es im Kiistennahbereich zu erheblichen turbulen-
ten Erscheinungen im Wasserkorper kommt. Dies bewirkt zum einen eine zusétzliche
Energiedissipation, hat aber auch grolen Anteil an der 6rtlichen und zeitlichen Ausdeh-
nung von langperiodischen Stromungen. Auch hier wird wiederum unter Beriicksichti-
gung der Modellskalen eine Parametrisierung des Ausdrucks

2 a £
T, = —/ Tii dz
‘ ;8:1:3 —h "
notwenig.

Wird bei einer reinen physikalischen Betrachtungsweise geblieben, so mufl der obige
Ausdruck unter Verwendung der dynamischen Viskositéit ;o mit

Tgo= M a!L’j &rz

iiber die Tiefe und die Wellenperiode integriert und die entstehende Funktion parti-
ell abgeleitet werden. Auf Grund der Struktur der Geschwindigkeit # , bestehend aus
Orbitalbewegung, turbulenten Erscheinungen und Grundstromung, ist eine exakte Be-
rechnung des obigen Ausdrucks sehr aufwendig bzw. unmoglich.

Ausgehend von der klassischen Modellvorstellung, daf es infolge Turbulenz zu lokal
erhohten Relativgeschwindigkeiten zwischen benachbarten Teilchen kommt sowie auch
zu einer stirkeren Durchmischung, kann eine Parametrisierung durch eine zusétzliche
Scheinzéhigkeit erreicht werden. Auf analoge Weise wird versucht, sowohl die Orbital-
bewegungen der Wellen wie auch die zusétzliche Turbulenz infolge Wellenbrechens zu
parametrisieren. Ausgehend von diesen Bemerkungen wird folgende Parametrisierung
angenommen:

mw)(ﬁh) (b + A+ Ay) (an+an> :

101

wobei A, die Scheinzihigkeit infolge turbulenter Erscheinungen der grofiraumigen Stromung,
A, die Scheinzihigkeit infolge Welleneinflusses und U die iiber die Tiefe gemittelte
Stromung ist.

Wird nun der gesamte Turbulenzeinfluf} auf die 7 -te Impulsgleichungen betrachtet,
so ergibt sich unter Ausnutzung der Kontinuitatsgleichung folgende Parametrisierung:

oU;

T-—2a£d _hZaAAl 3.102
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Im weiteren werden einige in der Literatur angegebene Ansitze fiir die Parameter
A, und A, vorgestellt.

Fiir den stromungsinduzierten Austauschterm A. werden h#ufig folgende Parame-
trisierungen verwendet:

- Konstante:
Ein konstanter Austauschkoeffizient entspricht im allgemeinen nicht dem System
mit seiner variablen Punktdichte.

- Geschwindigkeitsabhéngigkeit:
Fiir ein beliebiges Verfahren gibt ELDER [14] eine durchflufabhingige Bestim-
mung des horizontalen Austauschbeiwertes an: A, = 5.9 |q,| in [m?/s] , wobei ||
den absoluten resultierenden Durchfluff pro Breitenmeter bedeutet.

In der Vergangenheit wurden verschiedene Austauschkoeffizienten zur Beschreibung
der turbulenten Vorgéinge im Kiistennahbereich entwickelt und angewendet. Die Feld-
und Laborexperimente von HARRIS (1967) [17] ergaben, daf} die iiber die Brecherzone
gemittelte turbulente Viskositit proportional zu H%/T ist. LONGUET-HIGGINS (1970)
[27] schldgt in seiner theoretischen Studie der kiistenparallelen Stromung eine Propor-
tionalitiit der turbulenten Viskositit zu [,v/gd vor. Hierbei ist [, der Abstand von
der Kiistenlinie und N < 0.016 die Proportionalititskonstante. Diese und viele ande-
re fiilhrten eine Parametrisierung iiber die charakteristischen Geschwindigkeiten in und
die Ausdehnungen der Brecherzone zur Beschreibung der mittleren Eddy-Viskositéiten
durch. Ein wichtiger Schritt wurde von BATTJES (1975) [4] gemacht, der das Wellen-
brechen als Quelle der Turbulenz in der Brecherzone einbezog. Hierbei wird ein Zusam-

menhang der Turbulenz zur Grofie (E—”)g hergestellt. Die Wassertiefe d stellt eine den
Austausch beschriankende Grofie dar:

Ay = Md (%’) : (3.103)

dabei ist M eine dimensionslose Konstante (0.1 < M < 0.3) .

Es ist weiterhin zu bedenken, daff durch die Anlaufrichtung der Wellen schon ei-
ne dominierende Austauschrichtung vorgegeben ist, eine Parametrisierung dieser kann
sinnvoll sein.

Es muf} jedoch besonders darauf hingewiesen werden, dafl in diesen Anséitzen eine
Anzahl von relativ frei wihlbaren Parametern enthalten sind, die im Zusammenhang
mit konkreten numerischen Approximationen quantifiziert werden miissen.
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3.6 Reibungsformulierung

Die Bodenreibung beschreibt die komplizierten Wechselwirkungen zwischen Wellen- und
groffraumigen Stromungen in der turbulenten Grenzschicht am Boden. Sie spielt eine
wichtige Rolle zur Ausbalancierung der Kréfte, die durch den radiation stress erzeugt
werden, wie auch fiir die Umwandlung der Wellenenergie auflerhalb der Brecherzone.
Im folgenden wird auf einige in der Literatur dokumentierte Modellvorstellungen fiir

den Bodenreibungsterm
TP = 7F||VB| (3.104)

eingegangen. Grundlage der meisten Reibungsansitze fiir groffriumige Stromungsmo-
delle ist die allgemeine nichtlineare Beziehung

7B = pC; il . (3.105)

Im Rahmen dieser Parametrisierung des Reibungseinflusses auf die grofiriumige Stromung
ist 4 die aktuelle Geschwindigkeit, zu verstehen als Summe aus tiefenintegrierter Ge-
schwindigkeit U und Orbitalgeschwindigkeit am Boden a. (' ist ein iiber die Seegangs-
periode gemittelter Reibungskoeffizient, der von verschiedenen Parametern abhingen
kann. Eine der geldufigsten Reibungsformulierungen ist die nach NEWTON-TAYLOR.
Sie geht von einem konstanten dimensionslosen Reibungsbeiwert C; aus und hingt
damit nur von der Stromungsgeschwindigheit @ und der Wassertiefe d = n + h ab.
Im Gegensatz zum NEWTON-TAYLOR- und auch zum CHEZY-Ansatz hingt die Rei-
bungsformulierung nach DARCY-WEISBACH zusétzlich vom jeweiligen Stromungszu-
stand (laminar bzw. turbulent) ab.

Ein wesentliches Problem bei der numerischen Realisierung des Reibungsansatzes
3.105 liegt in der Bestimmung des periodengemittelten Ausdrucks ||i|| @ . Eine exakte
numerische Berechnung dieses Ausdrucks ist nicht sinnvoll, da zum einen ein grofler
Rechenaufwand benétigt wird und zum anderen die Reibungsansétze selbst mit relativ
grofien Fehlern bzw. Unsicherheiten behaftet sind. Werden nur Wellen kleiner Amplitude
betrachtet, die der linearen Wellentheorie und dem klassischen Potential entsprechen,
so konnen die bodennahen Orbitalgeschwindigkeiten wie folgt berechnet werden:

b Ki,ga

Eine erste grobe Niherung fiir den Ausdruck |[@|[@ kann durch den Ubergang zur
Betrachtung der maximal auftretenden Orbitalgeschwindigkeiten bestimmt werden. Die
Bodenschubspannung ergibt sich dann als

Ui
Uil

2 = 0Cs (G el + 1011) 157 (e +01) - (3207
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Eine Verbesserung der Nidherung wird erreicht, falls die betrachteten Geschwindig-
keitsverldufe iiber eine Periode dahingehend vereinfacht werden, dafl nicht mehr von
einer sinusformigen, sondern von einer rechteckférmigen Welle mit einer Amplitude, die
sich aus dem Mittelwert der Wasserspiegelauslenkung einer sinusférmigen Welle iiber
eine halbe Periode ergibt, ausgegangen wird. Hierdurch ist eine analytische Mittelwert-
bildung méglich [35]:

= wi K? w: K, K
e = (Wi v s B
= wy Ky K wi K2 -
e = 5 (e i) oo i

W= {\/U12+U§+wg+2(U1K1/k+U2K2/k)w,,

+\/U12+U22+w(%_2(U1K1/k+U2K2/k)wb}/2 und
2a0,
= — . 3.108
= sinh(k d) (3.108)

Fiir den praktischen Einsatz ist es jedoch immer wieder notwendig, anhand von Verifi-
kationsrechnungen die verwendbaren Reibungskoeffizienten C'; zu spezifizieren.



Kapitel 4

Anfangs- und Randwerte

Die Lésung der obigen hydrodynamischen Gleichungen mit Hilfe der Methode der Fi-
niten Elemente stellt von der Form her ein Rand-/Anfangswertproblem dar. In diesem
Abschnitt soll aber nicht nur auf die nétigen Rand- und Anfangswerte der betrachteten
partiellen Differentialgleichungen eingegangen werden, sondern auch auf Trockenfall-
und Uberflutungsprozesse sowie ihre Realisierung in den Gleichungen.

4.1 Anfangsbedingungen

Anfangsbedingungen miissen im gesamten Gebiet (in jedem Gitterpunkt) zu Beginn
einer Simulation vorgegeben werden. Je exakter die ortsvariablen Anfangswerte mit
den durch die Hydrodynamik bedingten Zustandsgréfien zu diesem Zeitpunkt iiber-
einstimmen, um so geringer ist die dem Gesamtsystem aufgezwungene Anfangsstérung.
Deshalb ist eine gute Schéitzung der Anfangswerte, zum Beispiel aus schon durchgefiihr-
ten Simulationen, einer groben Vorgabe vorzuziehen.

Im folgenden werden einige Methoden vorgestellt, die es erlauben, ohne auf schon
durchgefiihrte Simulationen zuriickzugreifen, Anfangsbedingungen zu generieren. Be-
ginnt man mit den Anfangsbedingungen fiir die Strémungsberechnungen, so wird sich
in bezug auf die zu erwartenden Phidnomene zunéchst auf grofiskalige (in Raum und
Zeit) Stromungen beschrinkt. Fiir solche (Tide-)Simulationen reichen relativ ungenaue
Anfangswerte aus. Die Anfangsfehler werden infolge der Reibungsterme in den Glei-
chungen im Laufe einer gewissen Zeit dissipiert. Es reicht im allgemeinen ein ”kalter
Start“, d.h. die Stromungsgeschwindigkeiten im Untersuchungsgebiet werden als Null
und der Wasserstand als ein mittlerer iiber alle Randwerte angenommen. Im Gegen-
satz hierzu ist die Festlegung von Anfangswerten des Wellenmodells schwieriger. Die

o7
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Vorgabe einer Wellenamplitude ist zunéchst noch einfach. Zum einen ist die Vorgabe
einer Wellenamplitude von Null im gesamten Gebiet moglich, zum anderen ergibt die
Vorgabe einer iiber den Rand gemittelten Wellenamplitude und das Einarbeiten einer
Wellenbrechbedingung eine gute Anfangsschéitzung. Die Vorgabe einer Wellenperiode
ist hingegen schwierig. So ist eine Wellenperiode Null genauso ein pathologischer Fall
wie eine unendlich lange Periode. Deshalb wird als Startperiode eine iiber den Rand ge-
mittelte Wellenperiode gew#hlt. Mit der Periode und dem mittleren Wasserstand steht
iiber die Dispersionsbeziehung die Linge des Wellenzahlvektors in jedem Punkt des
Gebietes fest. Als Einlaufrichtung wird im gesamten Gebiet die mittlere Richtung der
einlaufenden Wellen gewéhlt.

4.2 Randbedingungen

Randbedingungen miissen sowohl fiir Wellen- als auch Strémungssimulationen spe-
zifiziert werden. Die Randbedingungen konnen dabei an offenen oder geschlossenen
Réandern vorgegeben werden. Offene Ridnder werden nicht durch vorhandene Bauwerke
oder natiirliche Hindernisse, wie dies bei geschlossenen Réndern der Fall ist, sondern
durch die Wahl des Losungsgebietes festgelegt. Die Lokation der Randbedingung Strand
kann sich infolge der Tide und des Brandungsstaus dndern. Zunéchst wird auf die Pro-
blematik der Wattstrategien eingegangen.

4.2.1 Wattstrategie

Die mathematische Beschreibung der im Kiistensaum von tide- und seegangsbeeinfluf3-
ten Gebieten ablaufenden Prozesse erfordert die Beriicksichtigung von Trockenfall- und
Uberflutungsprozessen. Fiir die Berechnung der ZustandsgréBen im Bereich des Stran-
des und von Wattflichen sind die richtige Erfassung sowohl der Impuls- als auch der
Massenerhaltung bedeutungsvoll. Es werden hierfiir spezielle Algorithmen bendotigt, die
die Verhéltnisse in den von der wandernden Wasserlinie betroffenen (teilweise oder ganz
trockenfallenden) Elementen beschreiben. Es wird darauf hingewiesen, daf die Diskreti-
sierung auch einen wesentlichen Einflul auf die Giite der Beschreibung von Trockenfall-
und Uberflutungsprozessen hat. Alle weiteren Ausfiihrungen setzen also voraus, daff die
Diskretisierung der Wattgebiete der dort zu erwartenden Dynamik angepaft ist.

Fiir den Teil der Stromungssimulation bestehen schon eine Vielzahl von Arbeiten.
Ausgehend von dem Anwendungsbereich wurden bei der vorliegenden Implementierung
zunichst relativ einfache Wattstrategien realisiert. Die Modellvorstellung besteht darin,
daf} auf allen Fldchen ein imaginirer Wasserfilm, der auch eine Stirke von Null haben
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kann, bleibt. Es werden beim Aufbau der globalen Finite-Element-Approximation alle,
also auch trockene Elemente, beriicksichtigt. In Elementen, bei denen der Wasserstand
an mindestens einem Knoten eine gewisse Grenze unterschreitet (z.B. 5mm), werden
Modifikationen am Impulseintrag der Impulsgleichungen vorgenommen. Zum einen wird
angenommen, daf} die welleninduzierten Kréfte in einem teilweise trockenen Element
vernachléssigbar sind, zum anderen erfolgt eine Modifizierung des Wasserstandsgra-
dienten % und g—z , der durch die Annahme eines Wasserfilms in den trockenfallen-
den Gebieten nicht richtig wiedergegeben wird (siehe Abb. 4.1). Werden vollkommen
trockene Elemente betrachtet, so wird der Einflull des Wasserstandsgradienten auf die
Gleichungen der Impulserhaltung negiert:

on_0n_y (4.1)

or 0Oy
Diese Herangehensweise ist auch bei teilweise trockenen Elementen moglich und hat den
Vorteil, eines stetigen Ubergangs zu ganz trockenen Elementen. Diese Wattstrategie
wirkt jedoch sehr bremsend bei flutwellenartigen Ereignissen. Sind solche Vorgéinge
ausschlaggebend fiir die Dynamik, ist ein Extrapolieren der Wasserstandsgradienten
auf das teilweise trockene Element empfehlenswert. Als eine dritte Moglichkeit kann
eine Linearkombination beider Strategien vorgenommen werden. Die Modifikation von
Kraftkomponenten in den Impulsgleichungen stellt eine sehr einfache Methode dar und
hat den grolen Vorteil einer strikten Massenerhaltung des Stromungsmodells. Trotz
dieser Anderungen an der Impulsgleichung erfolgt ein vollstindiges Trockenfallen durch
die advektiven und diffusiven Anteile.

interpolierter Wasserstand

Abbildung 4.1: Wattstrategien

Eine dhnliche Herangehensweise erfolgt beziiglich der Seegangssimulation. Fiir die
Berechnung der Wellenausbreitung ( K, und K, ) besteht die Schwierigkeit, daf§ die
Lénge des Wellenzahlvektors fiir sehr kleine Wasserstéinde gegen unendlich geht. Aus
diesem Grund wird fiir die Berechnung des Wellenzahlvektors im gesamten Untersu-
chungsgebiet ein Mindestwasserstand, dem Untersuchungsgebiet angepaft (z.B. lcm
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fiir grofirdumige Simulationen), garantiert. Bei der Bestimmung der Energiedissipation
infolge Wellenbrechens wird jedoch die richtige Wassertiefe zu Grunde gelegt.

4.2.2 Stromung

Wihrend die Finite-Element-Formulierung der Flachwassergleichung die VON NEUMANNSsche
Randbedingung durch die Berechnung des Integrals iiber die normal zum geschlossenen
Rand gerichteten Stromungskomponenten erfiillt, miissen die DIRICHLETschen Rand-
bedingungen unabhéngig von den sich ergebenden Finite-Element-Gleichungen erzwun-

gen werden.

Im wesentlichen werden die DIRICHLETschen Randbedingungen am offenen Rand,
also der Stelle, wo das Untersuchungsgebiet in ein gréfieres eingebettet ist, erzwungen.
Bei groflen Untersuchungsgebieten reicht hdufig das Einsteuern eines variablen Wasser-
standes aus.

An geschlossenen Réndern (wie Bauwerken, Stréinden usw.) wird zwischen slip und
no-slip Randbedingungen unterschieden.

Wird an einem geschlossenen Modellrand gefordert, daf§ dort keine Strémungsge-
schwindigkeiten U auftreten, so wird diese mit no-slip Randbedingung bezeichnet:

U=0. (4.2)
Sie wird bevorzugt an normalen Strandbereichen verwendet. Die no-slip Randbedin-
gung kann als natiirlich bezeichnet werden. Sie steht zum einen mit der Modellvorstel-
lung grofler Reibung bei kleinen Wasserstédnden und zum anderen mit der verwendeten
Wattstrategie fiir die Stromungssimulation im Einklang.

Hiufig ist es jedoch auch sinnvoll, eine zum Rand parallele Stromung (z.B. an Ha-
fenmauern) zuzulassen. Die Randbedingung, die dieser Situation geniige tut, wird als
slip-Randbedingung bezeichnet. Hierbei wird fiir die Normalengeschwindigkeit gefor-
dert:

Ui =0. (4.3)

Hierbei ist n die Normale an den Modellrand.

4.2.3 Wellen

An den offenen Rindern wird die Wellenhéhe, Wellenanlaufrichtung und Wellenperiode
vorgegeben. Die Festlegung von Randbedingungen an geschlossenen Réndern ist fiir
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die Wellenkomponenten wesentlich schwieriger. In Analogie zum Strémungsmodell kann
eine Unterscheidung zwischen slip und no-slip Randbedingungen sinnvoll sein. Um feste
Bauwerke wie Hafenmauern ndherungsweise zu beschreiben, wird angenommen, dafl
auch die welleninduzierten Strémungen (Orbitalbewegungen) nur parallel zum Rand
verlaufen kénnen. Dies bedeutet andererseits eine Parallelitéit der Wellenzahlvektoren
zum Rand:

Kii=0. (4.4)
Die Wellenamplitude wie auch die -periode konnen sich an solchen Rindern mit slip-
Randbedingung frei einstellen.

Die in der Literatur vorgeschlagenen Vorgaben fiir no-slip Randbedingungen an
geschlossenen Réndern sind sehr problematisch. Ausgehend von den Betrachtungen
zur Wattstrategie und dem Phénomen, dafl die Wellen immer senkrecht am Strand
ankommen, wird bei der no-slip Randbedingung die Richtung des Wellenzahlvektors
gleich der Richtung des Bodengradienten gesetzt, was voraussetzt, dafy eine Richtung
des Bodengradienten eindeutig bestimmbar ist. Die Wellenamplitude ist an solch einem
Rand gleich Null.
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Kapitel 5

Numerische Realisierung

Die numerische Behandlung hyperbolischer Probleme, speziell zur Beschreibung von
Wellenfeldern, ist durch die Anwendung von Differenzenverfahren gepriagt. Da diese
Verfahren schon lédngere Zeit entwickelt und erprobt werden, sind sie bereits so robust,
daf} sie kommerziell eingesetzt werden.

Der Nachteil der Differenzenverfahren ist, daf§ sie auf kartesischen Gittern formu-
liert sind. Will man diese Verfahren auf Gebiete mit gekriimmten Rindern anwenden, so
muf} das kartesische Gitter im , Rechenraum “auf den ,, physikalischen Raum*“abgebildet
werden. Dies kann bei der Diskretisierung von komplizierten Topographien Schwierig-
keiten bereiten. Deshalb bieten sich Verfahren an, die auch auf unstrukturierten Gittern
durchfiihrbar sind. Solche unregelméfliigen Zerlegungen kénnen effizienter erzeugt wer-
den. Diese Flexibilitdt bietet auch die Moglichkeit, moderne adaptive Verfahren zur
Auflésung von Unstetigkeiten und starken Gradienten in der Losung zu verwenden.

Ein solches Verfahren ist die Methode der Finiten Elemente, die im folgenden mit
FEM (Finite Element Methode) bezeichnet wird. Nachdem sich diese Verfahren im
Bereich der elliptischen und parabolischen Differentialgleichungen, z.B. in der Struk-
turmechanik etabliert haben, kam es auch zur Anwendung auf stromungsmechanische
Fragestellungen. Dabei haben sich zur Losung von Strémungs- und Transportproble-
men PETROV-GALERKIN-Verfahren, im weiteren auch hiufig mit PG-Verfahren be-
zeichnet, als geeignet erwiesen [2]. Fiir die Beschreibung von Wellenfeldern hat sich
die Methode der Finiten Elemente (FEM) speziell bei den komplexwertigen mild-slope-
Gleichungen durchgesetzt [6], [37]. Ein hyperbolisches Wellenmodell auf der Grundlage
der FEM wurde bereits in [24] vorgestellt. Auf Grund der dort verwendeten diskreten
Darstellung und des lumping sind die Ergebnisse jedoch problembehaftet.

In diesem Kapitel wird die numerische Approximation der entwickelten Gleichun-

63
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gen vorgestellt. An dieser Stelle soll auf einige grundsétzliche Aspekte sowohl bei der
Wahl der numerischen Methoden als auch bei der Wahl der Formulierung der einzelnen
Prozesse eingegangen werden. So ist zur Beschreibung der Wellenenergieausbreitung
eine Formulierung der partiellen Differentialgleichung in der totalen Wellenenergie E;
(3.89) wie auch eine Formulierung in der Wellenamplitude a (3.90) moglich. Wird eine
lineare Approximation der Wellenh6he bzw. -amplitude bei der numerischen Realisie-
rung vorgenommen, so ist die Approximationsordnung der abhingigen Gréfle Wellen-
energie quadratisch. Um also dieselbe Giite der numerischen Approximation bei einer
Formulierung in der Wellenenergie zu erreichen, sind quadratische Ansétze fiir F; notig.
Analog ist eine Formulierung des Stromungsgeschehens in der Geschwindigkeit der in
den Durchfliissen vorzuziehen.
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Das Gleichungssystem lautet:

aKZ aO'a Kj SK] aKZ . .
_ 00 K _ _ 1
o o O <8xi axj>’ jFi=12, (5.1)
K = K? - 6", (5.2)
B tanh(kd)+s -~
e = \‘g 1+ stanh(kd) T Y (5:3)

oa 1 0 2 Sz'j aUZ Uz (T; — TB) €B
Lo LU+ ) - l . (54
ot 2a 0x; (Ui + Cpi) a pgaaxi+ pga +pga (5.4)
- 2\ 5.5
8t ij , ( )
ov; . oU;  On 1 05y
ot~ ow, 0w  plh+n) o,
1
+——(T;-TF) mit i=1,2. (5.6)
p (5+h)

Dieses bildet die Grundlage fiir die Bestimmung des kiistennahen Stromungs- und See-
gangsfeldes. Die auftretenden sechs partiellen Differentialgleichungen sind ihrem Typ
nach ” Advektions-Diffusionsgleichungen”. Fiir diesen Gleichungstyp gibt es eine Viel-
zahl in der Ingenieurpraxis eingesetzten Algorithmen. Betrachtet man die Gleichungen
in 5.1 (mit ¢ = 1,2 ) zur Beschreibung der Wellenausbreitung fiir sich allein, so ist dies
ein rein advektives Problem. Bei der numerischen Losung rein advektiver Probleme mit
Hilfe der Standard-Finiten-Differenzen- und der Standard-GALERKIN-Finite-Element-
Formulierung (BUBNOV-GALERKIN-Verfahren) erhélt man unbrauchbare, physikalisch
nicht begriindbare, oszillierende Losungen. Durch das Verwenden nichtsymmetrischer
Finiter Differenzen wird eine bessere Approximation reiner Transportgleichungen er-
reicht. Eine Verallgemeinerung auf die Methode der Finiten Elemente stellen upwinding-
Verfahren dar. Fiir die numerische Realisierung wird deshalb ein streamline-upwinding-
PETROV-GALERKIN-Verfahren verwendet. Dabei wird das System als eine Einheit be-
trachtet und alle Gleichungen gleichzeitig gel6st. In Zeitrichtung werden explizite und
ein Praediktor-Korrektor-Integrationsverfahren verwendet, deren Ordnungen zwischen
1 und 5 liegen.

Bevor jedoch auf die konkrete numerische Realisierung des Gleichungssystems ein-
gegangen wird, soll das streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-Verfahren, im wei-
teren hiufig mit SUPG-Verfahren bezeichnet, allgemein entwickelt werden.

Da das obige Gleichungssystem 5.1-5.6 nicht nur vom Ort abhingt, sondern auch
ein zeitabhingiges Problem darstellt, sind einige zusétzliche Bemerkungen nétig. Im
allgemeinen gibt es zwei Losungsmoglichkeiten fiir solche zeitabhéingigen Probleme. Fi-
ne besteht darin, Interpolationsfunktionen zu verwenden, die sowohl zeitlich als auch
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rdumlich variabel sind. Dies bewirkt jedoch eine Erh6hung der Dimension des Finiten
Zeitelements. Die zweite, wesentlich flexiblere Losung, ist die sogenannte semidiskrete
Methode, bei der die zeitliche Ableitung einer Variablen an den Knoten als eigensténdig
angesehen wird. Das so entstehende gewdhnliche Differentialgleichungssystem kann un-
ter Zuhilfenahme verschiedener, dem Problem angepafiter Integrationsverfahren geltst
werden.

Die Herleitung der numerischen Approximation erfolgt dabei in zwei Schritten.
Zunachst wird die ortliche und in einem zweiten Teil die zeitliche Approximation be-
trachtet und entwickelt.

Im folgenden wird auf die allgemeine, dem betrachteten Gleichungssystem entspre-
chende Herleitung der Methode der Finiten Elemente kurz eingegangen. Da ein Zugang
zur FEM {iber ein Variationsprinzip nur eingeschréinkt moéglich ist, wird auf die Methode
der gewichteten Residuen zuriickgegriffen.

5.1 Methode der gewichteten Residuen

Die Grundidee der Methode der gewichteten Residuen besteht darin, auf der Grundlage
des RITZschen Darstellungssatzes eine Niaherungslosung zu bestimmen. Dabei wird das
Verfahren auf der Grundlage der beschreibenden Differentialgleichung gebildet und ist
deshalb allgemein anwendbar. Das betrachtete Differentialgleichungssystem kann in der
folgenden allgemeinen Form geschrieben werden.

Sei 2 ein mathematisch offenes beschrinktes Gebiet im RN und T =0Q =T, ULy
der Rand, wobei I'p die Randstiicken mit DIRICHLET-Randbedingung und I'y mit
NEUMANN-Randbedingung sind. Es soll T'p NT'y = () gelten. Gesucht wird eine Funk-
tion U : © — RM (M ist dabei die Dimension der unbekannten Gréfien), die dem
Gleichungssystem:

dU
E_*_LU_FQ:O’ Vl‘EQ,tE(O,T),T>0 (57)
mit
L linearer Differentialoperator,
Q(Z,t) Quell- und Senkfunktion,
U@ t) = f(@,1), Vo e T'pVt € (0,T),
oU (#,t
% = h(Z,t), Ve e TVt € (0,7),
U@ 0) = U,(Z), Ve € Q
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entspricht. Dabei sind f, h, Uy gegebene Funktionen und n der duflere Normalenvektor
an den Rand 'y . Das Intervall (0,7) wird als Untersuchungsintervall bezeichnet.

Im weiteren wird nicht mehr der Raum aller Funktionen U : Q@ — RM betrachtet,
sondern nur alle Funktionen, die quadratisch integrierbar sind, d.h. alle die, bei denen
das Integral [, U*(Z,t)dQ, Vt e (0,T) existiert. Diese Einschriinkung ist fiir die An-
wendung unwesentlich, hat aber den Vorteil, da} der Raum, in dem die Losung gesucht
wird, ein Hilbertraum H'(Q) ist. Hilbertriume sind vollstéindige lineare Riume mit
einem Skalarprodukt und einer zugehérigen Norm. Sie ermdglichen die Anwendung des
RITZschen Darstellungssatzes.

Es erfolgt eine weitere Konkretisierung des Funktionenraumes, in dem die Lésung
der Gleichung 5.7 gesucht wird:

Vv = HYQ), (5

8)
V(f) == {¢e H(Q):¢=f auf Tp}. (5.9)
Das Aussehen des Funktionenraumes V(f) héingt also zum einen von den Randbedin-
gungen und zum anderen auch von der Zeit ab.

Es seien ¢1, ¢o, .. eine Basis des Funktionenraumes V(f) , dann 148t sich jede Funk-
tion U € V(f) nach dem RITZschen Darstellungssatz schreiben als

o0

U(z,t) = ;Ci(t) ¢i(Z), (5.10)

wobei die skalaren Groflen C;(t) nur von ¢ abhéingen. Im weiteren wird der Einfachheit
halber vorausgesetzt, dafl alle Randwerte homogen sind. Um eine praktisch bestimm-
bare Losung zu erhalten, wird in einem endlichdimensionalen Unterraum V" C V(f) ,
dim(V") = h , eine Niherungslosung von 5.7 gesucht. Die unendliche Summe in 5.10
wird dann endlich und die Niherungslésung wird mit U bezeichnet.

Durch Einsetzen der Niherungslosung U in die linke Seite von 5.7 entsteht im all-
gemeinen ein Defekt oder Residuum € .

Dieses Residuum soll nun im Inneren des Gebietes minimal werden. Dabei sind
verschiedene Herangehensweisen denkbar. Vor allem die folgenden zwei Ansétze sind
dabei von praktischer Bedeutung:

Galerkin Methode:
Es wird gefordert, dafl das Residuum e orthogonal zum Unterraum V" sein soll,
d.h. € besitzt keine Komponenten im Unterraum.
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Kleinste Quadrate Methode:
Diese Methode beruht auf der Minimierung des Quadratischen Fehlers [[e|[;.q, -

Die Methode der gewichteten Residuen beinhaltet noch keine Diskretisierung. Die
im Losungsansatz enthaltenen Koeffizienten C;(t) sind allgemeine Parameter und keine
Knotenwerte. Anstatt die Losung durch Funktionen im gesamten Gebiet zu appro-
ximieren, werden Approximationsfunktionen zunéchst in Teilgebieten (lokale Elemen-
te) konstruiert. Die Minimierung des Residuum e beschrinkt sich somit auf Teile des
Losungsgebietes. Unter Einbeziehung von Anfangs- und Randbedingungen werden die
sich daraus ergebenden Elementgleichungen zum Gesamtgleichungssystem zusammen-
gebaut. Fiir zeitabhiingige Probleme entsteht ein System gewohnlicher Differentialglei-
chungen, die durch geeignete Verfahren in Zeitrichtung integriert werden miissen. Im
stationdren Fall lassen sich die partielle Differentialgleichung mit der FEM auf ein al-
gebraisches Gleichungssystem zuriickfiihren.

5.2 Numerische Ortsintegration mit der Methode
der Finiten Elemente

Das partielle Differentialgleichungssystem 5.1, 5.4-5.6 zur Beschreibung des Seegangs-
und Stromungsgeschehens im Kiistenbereich ist durch den unterschiedlichen Charak-
ter seiner Gleichungen gekennzeichnet. Die Gleichungen zur Beschreibung der mitt-
leren Stromungsverhéltnisse sind im betrachteten Anwendungsbereich im allgemeinen
stromend, vom Advektions-Diffusions-Typ. Erst beim Ubergang zu schiefender Strémung
werden die Gleichungen advektionsdominant.

Im Gegensatz hierzu sind die Gleichungen zur Beschreibung des Wellenfeldes reine
Advektionsgleichungen.

Zur Losung der Flachwassergleichungen wurden in der Vergangenheit eine Reihe
von Finite Element Modellen ([11], [16]) entwickelt, die auf dem Standard-GALERKIN-
Verfahren basieren. Beim Ubergang zu dominierender Advektion kommt es hiiufig zu
physikalisch nicht begriindbaren Stérungen. Um diese oszillatorischen Stérungen zu un-
terdriicken, wurden verschiedene Verfahren entwickelt, so z.B. numerische Filter, lum-
ping bzw. partial lumping von gewissen auftretenden Matrizen.

Umfangreiche Forschungsarbeiten zur mathematisch-numerischen Formulierung von
dominant-advektiven Transportprozessen mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente
fithrten zur Entwicklung von upwindig-Verfahren [9]. Im weiteren wird ein allgemeiner
Zugang zu einem solchen upwinding-Verfahren {iber die Kombination einer kleinsten-
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Quadrate-Approximation und eines Standard-GALERKIN-Verfahren gegeben [49].

5.2.1 Petrov-Galerkin-Verfahren

Ausgehend von den im Abschnitt 5.1 eingefiihrten Rdumen wird im weiteren die Losung
von 5.7 in einem endlichdimensionalen Unterraum V" C V(f) mit dim(V") = h gesucht.
Es sei ¢1, ¢a, ..¢p, eine endliche Basis des Funktionenraumes V"

Ausgehend von 5.10 habe die gesuchte Niherung U folgende Darstellung:
h

U= Ut)¢:(7) = [&s]" [U7] - (5.11)

i=1
Bei der Standard-GALERKIN-Approximation wird gefordert, dafl der auftretende Fehler

orthogonal zum Unterraum V" ist, in dem die Losung gesucht wird. Die Orthogonalitiit
ist gegeben, falls das Skalarprodukt im H'(Q) ,

<60 >mo=0, Vo e Vi, (5.12)

ist. Da V" ein linearer Raum mit einer endlichen Basis ist, reicht der Nachweis der Or-
thogonalitit beziiglich der Basis. Fiir alle ¢; aus der Basis von V" wird beim Standard-
GALERKIN-Verfahren die folgende Identitit gefordert:

/stz ([@]T laa—ﬂ +L ([ed" [U7]) +Q>dQ = 0. (5.13)

Im Zusammenhang mit notwendigen Anfangs- und Randbedingungen entsteht ein Sy-
stem von h gewohnlichen Differentialgleichungen.

Andererseits fiihrt die Minimierung des Fehlerquadrates auf

1 d
0 = / e2dQ)
Q

240"
L (z (w;];[w])) <[ o [aa—[ﬂ L [0 + Q) 0
oder .
| Lo (W [aa—[ﬂ +L ()" [U7]) + Q) dQ=0. (5.14)

Durch eine Linearkombination beider Verfahren entsteht ein PETROV-GALERKIN-
Verfahren

/Q(Cbz + 7L(¢r)) ([@-]T [a;ﬂ + L ([ed" [U7]) + Q) dQ=0 (5.15)
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mit einem unbekannten Parameter 7 (upwinding Parameter). Die Bestimmung von ge-
eigneten upwinding-Parametern ist ein auflerordentlich schwieriges Problem und héngt
eng mit den zu beschreibenden physikalischen Prozessen zusammen.

Werden die Betrachtungen auf eine skalare Grofle U und den eindimensionalen
Fall reduziert, entsteht die Form des klassischen Zugangs zum PETROV-GALERKIN-
Verfahren. Bei der klassischen Herleitung werden die Testfunktionen durch Hinzunahme
anderer Funktionen modifiziert (¢°YF¢ ). Im Unterschied zur urspriinglichen upwinding-
Technik, bei der die Testfunktion durch ein Polynom héherer Ordnung modifiziert wird,
erfolgt beim oben beschriebenen streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-Verfahren
im eindimensionalen Fall eine Modifikation der Testfunktion durch ein Polynom gerin-
gerer Ordnung.

Durch das Verwenden linearer Ansatzfunktionen verschwinden Anteile h6herer Ord-
nung des Differentialoperators L beziiglich der Ansatzfunktionen. Die Testfunktion des
klassischen GALERKIN-Verfahrens (¢¢ ) wird mit einer Funktion p erweitert:

= o
mit
p = TL(p).
(5.16)

Die Funktion p ist fiir lineare Finite Elemente innerhalb des Elements konstant, jedoch
ist ihr Wert auf der Elementkante Null. Die Modifikation der Testfunktion wirkt al-
so nur innerhalb des Elements und hat keine Wirkung auf die Stetigkeit der Losung.
Im eindimensionalen Fall haben die Testfunktionen das in Abbildung 5.1 dargestellte
einfache Aussehen.

Ausgehend von diesem allgemeinen Herangehen wird im folgenden die Realisierung
der Gleichung beschrieben. Die Zerlegung des Untersuchungsgebietes erfolgt mit Drei-
eckselementen. Als Ansatzfunktionen werden Polynome ersten Grades verwendet, also
lineare Ansatzfunktionen.

5.2.2 Finite Element Zerlegung

Fiir das hier vorgestellte Problem wird ein Finite-Element-Verfahren verwendet. Hierzu
wird das Untersuchungsgebiet €2 in endlich viele (NE) Teile Q¢ zerlegt. Diese Zerlegung
muf} folgende Eigenschaften aufweisen:
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Transportrichtung

i+1

Abbildung 5.1: streamline-upwinding-PG-Verfahren

(2) Der Rand von Q¢ mufl zu ¢ gehoren. Das Innere von Q¢ mufl beschrénkt sein
und der Rand mufi der LIPSCHITZ-Bedingung geniigen. In der Praxis ist die
Bedingung bei beschrinkten konvexen und polygonal berandeten Gebieten erfiillt.
(Im weiteren werden nur noch Simplexe betrachtet.)

(3) QF und ¥ mit i # j haben hochstens Randpunkte gemeinsam.

(4) Die Menge der gemeinsamen Punkte zweier Elemente Q¢ | 9 mit i # j besteht
entweder aus einem Eckpunkt von € und € oder aus einer gemeinsamen Kante
mit den zugehorigen Eckpunkten.

Im folgenden werden die Teilgebiete ¢ als Elemente der Zerlegung bezeichnet. Erst in
Verbindung mit dem Raum P, (€Q2¢) , der Menge aller Polynome auf Q¢ | deren Grad klei-
ner gleich k ist, wird von einem Finiten Element bzw. einer Finiten Element Zerlegung
gesprochen.

5.2.3 Optimale upwinding Parameter

Die richtige Wahl der upwinding-Parameter hat nicht nur auf die Stabilitit der nume-
rischen Losung Einflufl. Vielmehr hingt von der Wahl dieser Parameter die Giite der
Losung ab.

Infolge der rasanten Entwicklung von streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-
Verfahren bei der Simulation von Transportprozessen entstand eine geschlossene Theo-
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rie zur Bestimmung optimaler upwinding-Parameter auf der Grundlage mehrdimensio-
naler Element-PECLET-Zahlen [19] fiir skalare Unbekannte. Eine allgemeine Formulie-
rung vektorwertiger Transportvorginge existiert noch nicht.

Auf Grund der Trennung von zeitlicher und ortlicher Approximation wird kein
upwinding-Element in Zeit und Raum betrachtet, sondern die Eigenstdndigkeit der
zeitlichen Ableitung als Variable angenommen. Somit wird zu jedem Zeitpunkt, bei
bekannter zeitlicher Ableitung, eine stationire FEM-Approximation im Ort gesucht.
Es reicht folglich aus, fiir die in dieser Arbeit vorkommenden Fille, die in der Literatur
angegebenen optimalen Parameter fiir stationire Probleme zu dokumentieren.

Im weiteren wird nur noch der in den zu approximierenden Gleichungen auftretende
spezielle Differentialoperator L mit:

2 8 82
L= Ay, — + k—= 5.17
; L0z * Ox? (5.17)
betrachtet.

Ausgehend von der eindimensionalen Definition der Element-PECLET-Zahl

Ah
Pe := — (5.18)
k
fiir das Problem )
oU 0°U
A— —k—— = 1
o k 52 +Q (5.19)

ist eine Uberfithrung in den mehrdimensionalen Fall moglich.
Im eindimensionalen Fall hat der optimale upwinding-Parameter die Form:

|a0pt| h

ot = BT 2
Tpt 2|A| (5 0)
mit

1
opt = coth(|Pe|) — —— (5.21)

|Pe|

Hierbei ist h der Abstand zwischen zwei benachbarten Knoten. Fiir reine Advektion
(k=0 ) wird apy = 1 . Der Nachweis der Optimalitét fiir den eindimensionalen Fall
wurde in [10] gefiihrt.

Beim Ubergang zum mehrdimensionalen Fall wird von der Idee ausgegangen, ei-
ne Optimalitdt der upwinding-Parameter auf den Charakteristiken zu erreichen. Das
Problem kann so wiederum auf den eindimensionalen Fall reduziert werden.
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Zunichst wird auf den auch in dieser Arbeit vorkommenden Spezialfall einer von
zwei Ortskoordinaten abhingigen skalaren Grofie (z.B. der Wellenamplitude) einge-
gangen. Typische in der Literatur zu findende Anwendungen sind Transportvorginge
(Konzentrationen, Temperaturen usw.):

2 2
oUu o0°U
ZAIia——i-k—nLQ:O. (5.22)

2
= x; ox;

Die Transportgeschwindigkeit ist nun eine vektorielle Gréf8e mit dem Betrag
|A]] = /A2 + A2 . Die Element-PECLET-Zahl fiir den zweidimensionalen Fall ergibt

sich auf analoge Weise wie im eindimensionalen Fall:

Al h
Pe = & (5.23)
k
und der optimale upwinding-Parameter
|Qopt| B
Topt = — . (5.24)
2| Al

Zur Bestimmung der Elementausdehnung A beziiglich einer Transportrichtung im
Element wird auf einfache geometrische Relationen (siehe Abbildung 5.2) zuriickgegrif-
fen, h ist dabei die maximale Ausdehnung des Elementes beziiglich des Vektorfeldes A

3

Transportrichtun v’

Abbildung 5.2: Bestimmung der Dreiecksausdehnung

Die niichste Erweiterung ist der Ubergang zu vektoriellen Unbekannten U . Die
GroBlen A, und A, werden dann Matrizen der Dimension der Unbekannten U . In
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diesem Fall ist nur unter der Bedingung einer Entkoppelbarkeit der Gleichungen eine
allgemeine Darstellung méglich [49].

Sind die Gleichungen nicht entkoppelbar, so fehlt bisher eine geschlossene Darstel-
lung. Die Wahl der upwinding-Parameter erfolgt daher im Zusammenhang mit den phy-
sikalischen Erscheinungen, die beschrieben werden sollen. Auf die Wahl der upwinding-
Parameter wird in Zusammenhang mit den konkreten Gleichungen eingegangen. Dabei
wird speziell die enge Abhéingigkeit des upwinding-Parameters von den Geschwindig-
keiten, die dem physikalischen Prozefl innewohnen, eine zentrale Rolle spielen.
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5.2.4 Petrov-Galerkin-Approximation der Wellengleichungen

In diesem Abschnitt soll exemplarisch die konkrete numerische Realisierung der Glei-
chungen zur Bestimmung der Wellenparamenter beschrieben werden. Dabei wird, um
die Ubersichtlichkeit zu gewiihrleisten, ein Spezialfall ohne Stromungseinfluf betrachtet.
Der Aufbau des Verfahrens fiir die vollstindigen Gleichungen erfolgt dann auf analoge
Weise:

Wellengleichung W, : 0= y 00 _C,, 8;;1’ + Cy, 88[;”0 =0, (5.25)
Wellengleichung W : 83% + g—‘; +Cy, 81;” Cy, 3;5; =0, (5.26)
klass. Dispersionsgl.: g ktanh(k d) =0, (5.27)
Wellengleichung Wj : ‘9“ +Cys g; +Cyy g; (809”” 42 ay )
<5 =0. (5.28)
~ pga

Zwischen den ersten beiden Gleichungen besteht eine direkte Kopplung der unbe-
kannten Grofen K, und K, . Der EinfluB} einer eventuellen Periodenidnderung (o )
wird mittels der Quell- bzw. Senkterme % und 8“ beriicksichtigt. Die Gleichung der
Wellenamplitude 5.28 ist nur iiber die Gruppengesehw1nd1gke1t mit den ersten drei
Gleichungen gekoppelt. In einer Matritzenbetrachtung kann deshalb die Gleichung 5.28
separat betrachtet werden. Es werden zunéchst die Wellengleichungen 5.25 und 5.26

betrachtet.

Die ersten beiden Gleichungen lassen sich in Matrixform:
0K oK oK

A— +B— = 2
at+a+ay+Q0 (5.29)
mit
[ Oo
o-[E]
L 9y
_KI
K = K]
— K —Cyy
— [ Coy 0
= | e o]
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schreiben. Der in Abschnitt 5.1 verwendete lineare Differentialoperator L konkretisiert
sich hier:

G, G,
L=A—+B—. .
5t B3y (5.30)

Die Losungsfunktion setzt sich aus linearen Ansatzfunktionen zusammen. Seien
A1, A9, A3 Ansatzfunktionen beziiglich eines bestimmten Dreieckelements:

At
] = { Ao } . (5.31)

Die PETROV-GALERKIN-Approximation fiir die [ -te Gleichung hat nach 5.15 dann
die Form:

o\ | oM\ (0K 0K 0K
A 4% g L8 gl 40 = 39
/g<l+7{ oz 8y}><8t e 8y+Q> 0 (5.32)

und ausfiihrlich:

/)\l<aK A28 Ba—K+Q>

ot Car TPy
on [ OK 0K 0K
IELAY: Ly
+ / ( ox dy + Q)
oM oK 0K
+BA—+4+ B°“— + B Q= .
+/ ( o TGt Q)d 0. (5.33)

Werden die entsprechenden Matrizenmultiplikationen ausgefiihrt, ergibt dies:

= |7 o]
w0 ]
# o= | Cif%gy (0)]
sa = [ e, ]
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0K [—c Oky
A — 9Y Bt ,
ot Cyo
A28K _ _ngogyaixy
o %" |
0K 0K 0K
A L A2Z L ABT S 4 AQ) =
( ot~ ar Ty T Q)

_ Oky | 0o Oky _ Gl
ng { ot + oy + CQI ox Cgl’ oy }

ok do ok ok
iR g0 vy Ghg
Cgl’ { ot + oy + CQI ox Cgl’ oy }

oK C,,C,, L
BA— - gr Oy ] )
dy l ~Co e

B— +BA— + B> — + BQ

0K 0K 0K B
ot ox oy N

Ok, | 8o _ v Oky Ok,
ng { ot + ox ng ox + ng oy }

_ Oky 4 0o _ Oky Oky
Cgm { ot + ox ng ox + ng oy }

Durch das Zusammenfiihren der einzelnen Ausdriicke entstehen die neuen Bestim-
mungsgleichungen des streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-Verfahren.

Wellengleichung 1:

o\
/)\lWl + Tnga—xl{—WQ}

O\

o {(WildQ =0, (5.34)

+ 70y,
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Wellengleichung 2:

N
/)\ZWQ v o7 nga—; (W,
N

+ 70, dy

(W d2=0. (5.35)

Hierbei entsprechen die Terme W; und W5 jeweils der linken Seite der entsprechen-
den Gleichungen 5.25 und 5.26. Ein sehr wichtiger Aspekt fiir die Funktionsfihigkeit
des SUPG-Verfahrens ist die richtige Wahl der upwinding-Koeffizienten.

Ausgehend von der allgemeinen Herleitung des SUPG-Verfahrens und den Ausfiihrun-
gen in Abschnitt 5.2.3 besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem upwinding-
Koeffizienten und den dem System innewohnenden Geschwindigkeiten. Die Gruppenge-
schwindigkeit mit ihren Richtungskomponenten C,, und Cy, als dem System innewoh-
nende Geschwindigkeit ist sofort ersichtlich. Das die Wellengeschwindigkeit C' auch eine
dem System innenwohnende Geschwindigkeit ist, folgt aus der genaueren Betrachtung

des Ausdruckes g—; . Unter Beachtung der Beziehung C' = ¢ ergibt sich:
oo 9Ck
ok oC
= C k—.

Ausgehend vom rein advektiven Charakter der Gleichungen wird der upwinding-Parameter

h

T = 0.5C9+C

(5.36)

verwendet.

Die SUPG-Approximation der skalaren Wellenamplitude a entspricht der in der
Literatur ausfiihrlich beschriebenen klassischen skalaren Transportgleichung und erfolgt
auf analoge Weise:

Wellengleichung 3:

da da da a (0C,, 0C,
ot +ngax+cgy8y+2 ( ox + dy
€B

pga

S

, (5.37)
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SUPG-Gleichung;:

S Y O\
/Q)\le +7 (CQI%WQJ, + nga—y

W3> dY=0. (5.38)
Ein geeigneter upwinding-Parameter ergibt sich unter Beachtung der Tatsache einer
reinen skalaren Transportgleichung und unter Zuhilfenahme der Relation 5.24:

h
“=0.5—. 5.39
=05 (539

5.2.5 Petrov-Galerkin-Approximation des Stromungsmodells

Ausgehend von den guten Erfahrungen bei der Simulation von dammbruchinduzierten
Flutwellen mittels eines PG-Verfahrens [2] wurde auch bei der numerischen Approxima-
tion der Flachwassergleichungen ein streamline-upwindig PG-Verfahren verwendet. Im
Gegensatz zu dem in der Literatur [23] verwendeten upwinding wird hier der Herleitung
in Abschnitt 5.2.1 gefolgt. Um die prinzipielle Herangehensweise zu dokumentieren,
werden nur die einfachen Flachwassergleichungen betrachtet:

, oU, oU, oU, 877 0?U, 0?U,
Impulsgleichung E; : 5 = —Ux—ax oy o T + ¢, e (5.40)
. ou, ou, ouU, 877 0*U, 02U,
Impulsgleichung F : W =-U,—=> e - U, 3— - 98_y + €, o2 !+ e, o7 Y (5.41)
Kontinuitéitsgleichung Ej : O __OU(h+n) OU,(h+n) : (5.42)
ot ox dy

Durch Ausmultiplikation der Kontinuitétsgleichung 5.42 ergibt sich die konkrete Form
des Differentialoperators L wie folgt:
0 0 02 0*

5z T By teagm Taga (5.43)

mit

U, 0 g
A = 0 U, 0
hin 0 U, |
und
U, 0 0 ]
B = 0o U, g
| 0 h+n Uy |
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Bei der Anwendung dieses Differentialoperators auf die linearen Test- und Ansatzfunk-
tionen verschwinden die hoheren Ableitungen:

Loy = a2 gt

—_—. 44
ox dy (5.44)
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Unter Zuhilfenahme einer analogen Herleitung wie im Abschnitt 5.2.4 ergeben sich
die neuen Bestimmungsgleichungen:

e Kontinuitdtsgleichung

)\ )\ )\ )\
/ NEs +7° ((h+n)8—lEl+U o LB+ (h+1) 5 lE2+Uy8 g > dQ =0, (5.45)
e Impulsgleichung in x-Richtung
c c’M; a)\l a)\l
/Q)\lEl 47 (UIG—IE1 9 B+ Uy B ) d2=0, (5.46)
e Impulsgleichung in y-Richtung
)\ )\ )\
/QAlEﬁTC (U alE2+UyalEg+galE3> 0 =0. (5.47)

Unter Verwendung der dem System physikalisch innewohnenden Geschwindigkeiten
ist es moglich, einen upwinding-Koeffizient zu bestimmen. Unter Ausnutzung der allge-
meinen Aussagen des Kapitels 5.2.3 ist es naheliegend eine Element-PECLET-Zahl fiir
das Strémungsgeschehen einzufiihren:

(U] +¢)
[1€T]

Pe, := (5.48)

mit ¢ = +/gd .

Der verwendete upwinding-Koeffizient hat dann in Anlehnung an 5.24 die Form:

|Qopt| B
2([U]] +¢)
und (5.49)

T¢ =

1
Qopt = COth(|P€C|) — @ .

Auf einige Probleme sei hier jedoch nochmals hingewiesen. So stellen jegliche Ein-
griffe in den Ergebnisvektor der zeitlichen Ableitungen und erst recht in den Vektor der
Zustandsgroflen, z.B. infolge einer Wattstrategie, das Erzeugen eines zusétzlichen Feh-

lers innerhalb der Gleichungen dar. Das PG-Verfahren versucht nun diesen gewollten
Fehler zu minimieren. Hierauf ist bei der praktischen Umsetzung zu achten.
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5.3 Generierung des globalen FEM-Schemas

In diesem Abschnitt soll eine allgemeine Herangehensweise zur Generierung der Ma-
trizengleichungen sowohl fiir Standard - als auch PETROV-GALERKIN-Verfahren mit
linearen Ansatzfunktionen und Dreieckselementen vorgestellt werden.

Die zu approximierenden Gleichungen sowohl zur Bestimmung des Seegangs- als
auch des Stromungsgeschehens haben #dhnliche Strukturen. Werden im weiteren die
betrachteten Groflen mit u(Z,t) und v(Z,t) bezeichnet, so treten in den zu approximie-
renden Gleichungen folgende allgemeine zu berechnende Ausdriicke auf:

1o [ awdg, (5.51)
0
ou
II: — d) .52
0 )\l’U o d s (5 5) )
0%u
o\
IV / N 6. 5.54
QU o0x Y ( )

Dabei ist es auch moglich, daf3 die eine oder andere Funktion eine Konstante oder ein
zusammengesetzter Ausdruck ist.

Es wird eine Darstellung, wie dies bei der Methode der Finiten Elemente der Fall
ist, der Funktionen u und v in der Form

w=[N]"[w'] und v =[\N]"[v] (5.55)

angenommen, wobei die mit dem Indize oben gekennzeichneten Groflen Knotenwerte
darstellen. Im weiteren werden die obigen Ausdriicke in bezug auf ihre numerische
Approximation mit linearen Dreieckselementen konkretisiert:

I: /Q NodQ = T[ui] . (5.56)

/ A9
Q

Die Funktion v kann dabei auch die zeitliche Ableitung einer Gréfie sein. Damit ergibt

sich fiir
ou T [ out
/QAlEdQ _ Uﬂ )\l)\idQ] [atl . (5.57)
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Der zweite Ausdruck chrakterisiert hdufig den Transportanteil an einem physikalischen

Prozess:
3
11 /)\lv—dQ = /Q)\l (ZMZ) (Z a; )dQ

/. AlAidQ]T V] l%r [v/] . (5.58)

Fiir den Fall IIT werden die speziellen Eigenschaften der Testfunktionen )\; , wonach das
Randintegral {iber eine Testfunktion Null ist, bei der partiellen Integration verwendet:

II7 - /)\l—dQ - %audﬂ
Q Or O

- a)\l/—dQ

_ 9N l‘”i] [ui]/gldﬁ. (5.59)

or | Ox

Der vierte Ausdruck kommt bei der oben vorgestellten Herleitung im wesentlichen bei
der Integration des streamline-upwinding in die Finite Element Approximation zum
Tragen:

v o g0 = 9N /Q T [o] " [w] a2 (5.60)

Unter Zuhilfenahme dieser allgemeinen Betrachtungen ist nun die FEM-Formulierung
fiir ein Element und eine Testfunktion )\; einfach. Exemplarisch wird diese Formulie-
rung an der Wellengleichung 1 (5.34) dargestellt. Im Rahmen der Approximation der
Wellengleichung 1 werden fiir die auftretenden Funktionen o, , C,, , C,, sowie fiir den
Fehler bei der Approximation der Gleichung Wy und W5 wiederum lineare Darstellungen
angenommen.
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Dies ergibt:

/ )\lAier [a;i;] _
- () [3] b
] e {3 1[5 1) o
_T{ % LT [es,] T [-nd] g

+ %—?j /Q T [ T ] dQ} .

Auf analoge Weise erhilt man fiir alle anderen Gleichungen Elementapproxima-
tionen. Ausgehend von diesen Elementgleichungen wird das globale Gleichungssystem
aufgebaut, welches die FEM-Approximation des gesamten Untersuchungsgebietes be-
schreibt. Es entsteht ein Gleichungssytem der allgemeinen Form:

M x [Kaf,] = [r’] : (5.62)

Dabei ist M die globale Matrix, die die Verkniipfung der Zeitableitung der Zustands-
groflen an den Knoten wiedergibt. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die zeit-

lichen Ableitungen einfach mit einem Punkt gekennzeichnet (Ki = a;i”i” ). Die konkrete
Struktur der Matrix M wird im weiteren noch behandelt.

5.4 Einarbeiten der Randbedingungen

Im folgenden soll auf die Realisierung und Einarbeitung der Randwerte eingegangen
werden. Exemplarisch wird dies wiederum an der Gréfle K, verdeutlicht. Es wird nicht
wie in den Ingenieurwissenschaften (siehe [11], [49]) gebrduchlich der Wert selbst an ei-
nem Randknoten erzwungen, sondern die zeitlichen Ableitung dieser Gréfle. Durch diese
Herangehensweise wird ein mathematisch sauberes und numerisch effizienteres Einar-
beiten der Randbedingungen gewihrleistet. Die Anderung einer physikalischen Grofie in
einem Randknoten wirkt somit sofort auf die zeitliche Entwicklung der Groflen an den
benachbarten Knoten. Mit dem Bekanntsein des zeitlichen Verlaufes der Randfunktion
K, (t) ist auch die zeitliche Ableitung dieser bekannt. Es muf} also in 5.62 der Randwert

K, (t) an den Randknoten eingearbeitet werden. Beispielhaft wird dies fiir den Knoten
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2 dargestellt. Sei:
mip  My2 Min K; r!
ma1 Moy Manp Kﬁ B r (5 63)
Mp1 Mpa Mpn K;L r"
so erfolgt das Einarbeiten des Randwertes K?2(t) durch:
om0 M | _ K; | (7] [ m12K2(t) ]
0 1 0 0 K3 0 —K2(t)
iy 0 e B I N N P ST
Hierdurch entsteht ein neues System gewohnlicher Differentialgleichungen:
M (KT =[], (5.65)

wobei M und 7 die Matrix und der Vektor mit den eingearbeiteten Randbedingungen
sind.

Analog erfolgt das Einarbeiten der Randbedingungen an den geschlossenen Réandern.
Bei der no-slip-Randbedingung wurden als Startwerte fiir das Stromungsmodell Ge-
schwindigkeiten von Null vorgegeben. Die no-slip-Randbedingung bedeutet nun die

Forderung, daf} alle Beschleunigungen 3(9?‘ Null sein miissen, folglich werden sie bei
der Einarbeitung erzwungen.

Soll eine slip-Randbedingung am geschlossenen Rand erzwungen werden, muf die
Eckform des betrachteten Knotens beachtet werden. Dabei muf§ prinzipiell zwischen
geschlossenen spitzen und stumpfen Ecken unterschieden werden.

Zunichst wird der Fall der stumpfen Ecke betrachtet, da er der einfachere ist. Bei
der Generierung eines Anfangszustandes mufl gewihrleistet sein, dafl die vektoriellen
Losungskomponenten U und K nicht die angrenzenden Rinder schneiden. Im weiteren
bleibt die Beschleunigung dieser Groflen unverédndert, solange sich die Losungsvektoren
in den erlaubten Bereichen, zum Beispiel in den Bereichen A und B in der Abbildung
5.3 befinden. Wird der Rand der erlaubten Bereiche erreicht, so wird der Anteil der
vektoriellen Beschleunigung auf Null gesetzt, der den Lésungsvektor aus dem erlaubten
Bereich treiben wiirde. Folgt man dieser Argumentation fiir eine spitze Ecke, so ist
der erlaubte Bereich dort leer. Fiir die Strémungsgeschwindigkeit bedeutet dies , daf}
dort keine Stromung existieren kann. Die Randbedingung entspricht dort einer no-slip-
Randbedingung. Fiir die Berechnung der Wellenzahlvektoren K ist die Situation einer
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Geschlossener Rand

Geschlossener Rand

spitzer Eckknoten stumpfer Eckknoten

Abbildung 5.3: Eckformen an geschlossenen Réndern

spitzen Ecke wesentlich komplizierter. Wie schon erwéahnt, ist aus numerischer Sicht
eine Wellenzahl von Null genauso unmoglich, wie eine von unendlich. Zunéchst wird
vorgeschlagen, solche Knoten explizit mit Randwerten zu spezifizieren. Ein zweiter,
noch handhabbarer Fall ist, wenn aus den Gegebenheiten des Untersuchungsgebietes
in der Umgebung dieses Knotens sichergestellt ist, dafl der Wellenzahlvektor zu jeder
Zeit aus dem Untersuchungsgebiet herauszeigt. Dann brauchen dort keine Vorgaben
gemacht zu werden.

5.5 Entwicklung eines expliziten Algorithmus

Wie im obigen Kapitel erldutert, besteht zunéchst die Aufgabe, das Gleichungssystem
5.65 nach dem Vektor der zeitlichen Ableitungen [K"] aufzuldsen. Es wird von folgender
Gleichung ausgegangen:

Mo« [Ki] = [F]. (5.66)

Das Gleichungssystem (5.66) kann nun direkt durch das Berechnen der inversen
Matrix M~" oder durch Gleichungsldser gelost werden. Es wird nochmals die Struktur
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der Matrix M betrachtet:
M=| ] (5.67)

Betrachtet man beispielsweise den Knoten i, so ist der Elementpatch des Knotens i die
Menge aller Elemente, zu denen der Knoten i gehort. Die Anzahl der Elemente wird
mit 7y; bezeichnet.

Eine allgemeine Konvergenz eines iterativen Einschrittverfahrens zur Lésung von
linearen Gleichungssystemen ist nur bei Diagonaldominanz gegeben:

Qi; > Zaij. (568)
J#i

Dies ist im obigen Fall jedoch nicht so. Bei einer guten Startniherung kommt man
jedoch auch zu einem Ergebnis:

o 0] o o]
0 . 0 [KiLH = — | [Ki]l+ "] . (5.69)
0 0 ... 0

Verwendet man als Standardnéherung die Ableitungen zu einem nahen vorherigen
Zeitpunkt, sind nur wenige Iterationen und bei hinreichend kleinem Zeitschritt At sogar
nur ein Iterationsschritt notig. Man erhélt also bei hinreichend kleinem At folgende
Bestimmungsgleichung fiir die zeitlichen Ableitungen:

w9 0 0o
o oo |[K] =~ o [[K] +]] (5.70)
0 0 |

Eine andere Moglichkeit eine Startniherung zu erhalten, ist die Matrix M zu lum-
pen. Die Startndherung entspricht dann einer mittleren Losung i{iber einem Patch zum
aktuellen Zeitpunkt. Betrachtet man die Zeile i, so bedeutet die Gleichung 5.67:

e Die Summe K7 des Patches der am Knoten i hingenden Elemente wird mit K
gemittelt und ist gleich r® .
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Wird von hinreichend kleinen Elementen und von einer gewissen Glattheit von K aus-
gegangen, so ist der Wert von K nicht weit vom Mittelwert der um ihn herumliegenden
Knotenwerten entfernt. Bei der Wahl eines Schitzwertes der zeitlichen Ableitung ercft-
net sich ein breiter Moglichkeitsbereich durch die Linearkombination beider vorgestellter
Schétzungen.

5.6 Numerische Zeitintegration

Wie im vorhergehenden Kapitel gezeigt wurde, reduzieren sich bei der hier vorgestell-
ten Vorgehensweise die Modellgleichungen nach der o6rtlichen Approximation mittels
eines GALERKIN- bzw. PETROV-GALERKIN-Verfahrens auf ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen. In Verbindung mit vorgegebenen Anfangswerten kann zur zeit-
lichen Losung dieses Systems gewohnlicher Differentialgleichungen auf eine Vielzahl von
Standardverfahren zuriickgegriffen werden. Im weiteren werden die verwendeten Algo-
rithmen kurz beschrieben. Dabei wird ein Anfangswertproblem der allgemeinen Gestalt

X(1) = f(X(#)) (5.71)

mit der Anfangsbedingung X (t5) = Xy und dem Integrationsintervall [to, 0,4 betrach-
tet.

Die numerischen Verfahren zur Losung von Anfangswertaufgaben werden in
1. Einschrittverfahren,
2. Mehrschrittverfahren und
3. Extrapolationsverfahren
unterschieden.

Zu der Gruppe der Einschrittverfahren gehort im wesentlichen die Klasse der expli-
ziten und impliziten Runge-Kutta-Verfahren. Im Gegensatz zu den Einschrittverfahren,
die zur Bestimmung einer N&herung von X (¢ + At) nur einen vorangegangenen Wert
X (t) benstigen, verwenden Mehrschrittverfahren eine gréfiere Anzahl von Zustéinden
in der Vergangenheit. Unter den Ein- und Mehrschrittverfahren bilden die Priadiktor-
Korrektor-Verfahren eine eigene Klasse. Bevor jedoch auf die konkrete Wahl eines Inte-
grationsverfahrens eingegangen wird, miissen zunéchst die Figenschaften des gew6hnli-
chen Differentialgleichungssystems bestimmt werden. Eine mathematische Analyse ist
auf Grund der Komplexitit der entstehenden Gleichungen nicht moéglich. Deshalb wird
an dieser Stelle eine, in Anlehnung an die zu beschreibenden physikalischen Prozesse,
pauschale Betrachtung durchgefiihrt.

Unter Zuhilfenahme eines fiktiven Untersuchungsgebietes mit Watt- und Tiefwasser-
gebieten werden Geldndepunkte in der Wasserwechselzone, im Tiefwasser sowie auf dem
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trockenen Strand gewihlt. Es ist zu erkennen, daf sich die zeitlichen Entwicklungen der
gesuchten Groflen, z.B. Stromungsgeschwindigkeiten, um Gréflenordnungen unterschei-
den. Dabei kénnen Knoten, bei denen die Variablen fast stationir sind (z.B. auf dem
hohen Strand) und solche hoher Dynamik (z.B. im Bereich der Wasserwechselzone) ort-
lich sehr eng beieinander liegen. Solche Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen
werden als steif bezeichnet. Bei der Nutzung von numerischen Integrationsverfahren
muf im allgemeinen die Schrittweite nach der sich am schnellsten &ndernden Grofe (in
diesem Fall der entsprechende Knoten) richten. Bei Simulationsmodellen in der Hydro-
dynamik, speziell im Kiisteningenieurwesen, ist es im allgemeinen a priori nicht moglich,
fiir alle moglichen Zusténde einen optimalen Zeitschritt zu bestimmen. Deshalb wird
zur Beherrschung solcher Systeme der notwendige Zeitschritt zu jedem Zeitpunkt der
Simulation bestimmt. Die Restriktion eines hiufig sehr kleinen Zeitschritts kann durch
das Verwenden eines A-stabilen Verfahrens umgangen werden. Hierzu ist jedoch zu
bemerken, dafl kein explizites Verfahren A-stabil und die globale Fehlerordnung eines
A-stabilen Mehrschrittverfahrens héchstens zwei ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden folgende Verfahren implementiert:

e FEuler-Verfahren 1. Ordnung,

Explizites-Heun-Verfahren 2. Ordnung,

Préadiktor-Korrektor-Heun-Verfahren 2. Ordnung,

Runge-Kutta-Verfahren 2./3. Ordnung und

Runge-Kutta-Verfahren 4./5. Ordnung.

Fiir alle Verfahren wurde eine Schrittweitensteuerung realisiert. Dabei gibt es grundsétz-
lich zwei Moglichkeiten, die Schrittweiten zu kontrollieren. Hat man nur ein Verfahren
einer bestimmten Approximationsordnung zur Verfiigung, kann eine Schrittweitensteue-
rung iiber die Anwendung zweier verschiedener Schrittweiten realisiert werden. Es wer-
den zwei Losungen zur Zeit ( t + At ) berechnet, wobei einmal ein Schritt mit der
Schrittweite At herangezogen und eine Losung mit zwei Schritten der Lénge % berech-
net wird. Ist die Differenz beider Losungen kleiner als eine vorgegebene Fehlerschranke,
so wird der Zeitschritt akzeptiert. Eine andere Moglichkeit ist die Kombination zwei-
er Verfahren unterschiedlicher Ordnung. Auch hier werden fiir den Zeitpunkt ¢ + At
zwei Losungen bestimmt, jedoch mit zwei verschiedenen Verfahren der Ordnung n und
n+1. Im Zusammenhang mit dieser Zeitschrittsteuerung wurden spezielle eingebettete
Integrationsverfahren entwickelt.

Bei der Auswahl eines geeigneten Verfahrens spielt nicht nur die Ordnung, sondern
unter praktischen Gesichtspunkten auch die Anzahl der Funktionswertaufrufe eine grofe
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Rolle. Im konkreten Fall einer zeitabhéngigen partiellen Differentialgleichung bedeutet
ein Funktionswertaufruf den Aufbau der Finite Element Approximation.

Euler-Verfahren 1. Ordnung

Die rechte Seite der Gleichung 5.71 mufl beim Euler-Verfahren einmal ausgewertet
werden, d.h. die Differentialgleichung mufy einmal nach dem Ort integriert werden:

Xi(t+At) = X()+AtX(t)
= X(t)+ At f(X(¢)).

Explizites-Heun-Verfahren 2. Ordnung

Das Explizite-Heun-Verfahren basiert auf der Verwendung der Tangententrapezfor-
mel bei der numerischen Integration der Gleichung 5.71. Hierfiir muf} die rechte Seite
der Gleichung 5.71 zweimal ausgewertet werden:

Xyt + At) = X(t)+AtX<t+%>

At At
= X(@t)+Atf (X(t) +7X <t+ 7)) :
Dies ist ein sehr einfaches Verfahren, welches im Zusammenhang mit einem Euler-Schritt

mit der Schrittweite At Losungen 1. und 2.0rdnung liefert.

Pradiktor-Korrektor-Heun-Verfahren 1./2. Ordnung

Dieses Verfahren von Heun basiert auf der Idee, zur Integration der Gleichung 5.71
die Sehnentrapezformel zu verwenden. Auf Grund der impliziten Gestalt der Sehnentra-
pezformel muf} ein iteratives Losungsschema verwendet werden. Bei einem hinreichend
kleinen Zeitschritt reichen hierfiir zwei Iterationsschritte aus. Dabei wird der erste, ein
Euler-Schritt, als Pradiktor bezeichnet und der zweite Schritt als Korrektor:

Xi(t+At) = X(t)+ At f(X(¢)) und
Xo(t+At) = X(t)+ At (f(X(2)+ f(Xi(t+At))) /2.
Dieses Verfahren zeichnet sich besonders dadurch aus, dal es das einzige hier vorge-

stellte A-stabile Verfahren ist. Zum anderen werden zwei Losungen unterschiedlicher
Ordnung berechnet, was den Einsatz einer Zeitschrittsteuerung erleichtert.
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Runge-Kutta-Verfahren 2./3. Ordnung

Die Runge-Kutta-Verfahren gehoren zu den sehr hiufig verwendeten expliziten Ein-
schrittverfahren. In diesem Rahmen werden zwei auf die Belange einer Schrittweiten-
steuerung angepafite Formeln wiedergegeben. Hierbei entspricht die Anzahl der Funk-
tionswertauswertungen der maximalen Ordnung des Verfahrens:

Xy(t+At) = X(t)+%At (X(t) + X(t+ A1),

X3(t+At) = X(t) +éAt

(X(t) +4X <t+ %) +X(t+At)> :

Runge-Kutta-Verfahren 4./5. Ordnung

Xy(t+ At) = X(t)+éAt
(X(t)+4X(t+%>+X(t+At)>,

1

336
. . At
(14X(t) + 125 X <t + ?>>
1
— At
+336

(162X <t + %At> +35 X (t + At)) .

Wie oben schon erwihnt, wurde eine Zeitschrittsteuerung, wie sie fiir gewthnliche
Differentialgleichungen iiblich ist, verwendet. Diese reine Zeitschrittsteuerung beziiglich
der auftretenden Fehler, ist nicht ausreichend. Vielmehr ist auch den Eigenschaften ei-
nes Systems zeitabhéngiger partieller Differentialgleichungen und deren Approximation
durch Finite Elemente Rechnung zu tragen. Sinnvoll ist es, den maximal zuléssigen
Zeitschritt durch den Courant-Schritt zu begrenzen. Die Vorgabe eines minimalen
Zeitschritts ist fiir das Auffinden von Gitternetzfehlern sinnvoll.
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5.7 Praktische Aspekte

In diesem Abschnitt soll auf einige grundsétzliche Aspekte bei der praktischen Anwen-
dung des Simulationsmodells eingegangen werden.

Wihrend der allgemeinen Herleitung der numerischen Approximation der Modell-
gleichungen sowohl fiir die Wellensimulation als auch fiir die Simulation der grofiriumi-
gen Stromung wurden aus Griinden der Ubersicht im wesentlichen vereinfachte Glei-
chungen betrachtet. Der Grof3teil der zusétzlichen Terme ist auf analoge Weise im-
plementiert. Um auch die Praxistauglichkeit der entwickelten Modellgleichungen zur
Beschreibung des Seegangs unter Einbeziehung von Diffraktionseffekten zu dokumen-
tieren, werden zusétzliche Bemerkungen notwendig. Bei den obigen Abschnitten wurde
im allgemeinen nur bemerkt, daf} die Wellenzahl £ {iber die BATTJES-Gleichung zur
Linge des Wellenzahlvektors in Beziehung steht:

k=+vVK?—6* (5.72)
mit

1 0%a
a0z}
Diese Beziehung mufl an allen Knoten des Rechennetzes gewihrleistet werden. Es ist
klar, dal dies nicht mit linearen Ansatzfunktionen in den Unbekannten direkt reali-
siert werden kann. Ein Finites Element, welches diese Ableitungen in den Knoten di-
rekt berechnet, muf} die Stetigkeit der zweiten Ortsableitungen in den Knoten sichern.
Der Aufwand bei der Verwendung eines solchen Elementes wére nicht gerechtfertigt.
Zur Berechnung dieser zweiten Ableitungt an den Knoten werden Berechnungsroutinen
iiber mehrere Elementpatche verwendet. Ausgehend von der Eindeutigkeit der ersten
Ortsableitungen innerhalb eines Elementes kann die erste Ortsableitung niherungsweise
durch eine Mittelwertbildung iiber die an diesem Knoten hingenden Elemente berechnet
werden. Mit der Kenntniss der ersten Ableitung an den Knoten eines Dreieckselementes
(als neue Knotenvariable) ist die nun eindeutig bestimmbare zweite Ableitung innerhalb
des Elementes berechenbar und auf deren Grundlage wieder die zweite Ortsableitung im
Knoten. Diese Vorgehensweise entspricht, bei regelméfiigen Dreiecksnetzen, der Vorge-
hensweise der Berechnung hoherer Ableitungen bei der Methode der Finiten Differenzen
iiber mehrere Knotenreihen hinweg. Diese Herangehensweise ist vertretbar, falls von ei-
nem Gitternetz mit hinreichend kleinen Dreieckselementen ausgegangen werden kann.
Andere Approximationen der zweiten Ortsableitungen sind iiber die Verwendung von
zweidimensionalen Interpolationsfunktionen denkbar.

5* (5.73)

Nicht nur bei der numerischen Realisierung von Diffraktionseffekten innerhalb des
Wellenmodells spielt die verwendete Konfiguration der Dreieckselemente eine Rolle, son-
dern sie ist im wesentlichen mitverantwortlich fiir die Qualitdt der numerischen Losung
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mittels der Methode der Finiten Elemente. Zum einen fiihren verformte Dreiecke (kleine
Kantenwinkel, enge Nachbarschaft von sehr grofien und sehr kleinen Elementen) bei der
Berechnung der Ortsableitungen und Flichen zu Ungenauigkeiten und damit zu Feh-
lern in der Losung, zum anderen hat auch die Punktdichte des Gitternetzes wesentlichen
Einflul auf die richtige Wiedergabe von 6rtlichen Variationen der Unbekannten. Dieser
Aspekt gewinnt insbesondere durch die Notwendigkeit einer richtigen Wiedergabe des
Wellenbrechens an Bedeutung. Wie schon erwéhnt, ist die ortliche Lage der Zone des
Wellenbrechens ein wesentlicher Faktor bei der Ausbildung der kiistennahen Stromung.
Die richtige Wahl einer Punktdichte wird zum einen von den zu erwartenden Effekten
und zum anderen vom Grad der geforderten Genauigkeit abhingen. Ausgehend von
ersten Erfahrungen mit dem Simulationsmodell sollten die Bereiche, in denen es zu
Wellenbrechprozessen kommen kann, hoch aufgeldst werden (Kantenldngen von 0.2 bis
1 Wellenléinge).
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Kapitel 6

Modellverifikation und
Anwendungen

Es wurden eine Reihe von Simulationsrechnungen durchgefiihrt, zum einen um die Rea-
lisierbarkeit der entwickelten Modellgleichungen und zum anderen die konkrete exem-
plarische numerische Approximation zu verifizieren.

Vor allem wegen der starken Nichtlinearitét der einzelnen Grofien ist es nicht moglich,
alle Komponenten des numerischen Modells gleichzeitig zu testen. Bei der Verifikation
von numerischen Modellen wird daher im allgemeinen eine Systematik von einfachen
zu komplexen Testfillen vorgenommen. Auf Grund des stochastischen Charakters von
Naturmessungen sowie der groflen Anzahl von zu beachtenden Parametern sind Verifi-
kationen bzw. Vergleiche mit Naturdaten der Abschluf} einer systematischen Modellve-
rifikation bzw. der Anfang einer Anpassung eines Modells auf ein bestimmtes Einsatz-
gebiet. An dieser Stelle mufi nochmals darauf hingewiesen werden, dafl das vorgestell-
te Wellenmodell auschliellich monochromatische Wellen beschreiben kann. Natiirlicher
Seegang hingegen besteht im allgemeinen aus verschiedenen Frequenzen und Anlauf-
richtungen. Analog gibt es natiirlich auch Einschrinkungen in der Naturidhnlichkeit
von tiefenintegrierten Stromungsmodellen. Es werden deshalb bewuflt im ersten Teil
Beispiele gewéhlt, fiir die analytische Losungen vorliegen, um die Richtigkeit der nume-
rischen Simulation im Rahmen der verwendeten Theorien zu iiberpriifen. Dabei erfolgt
zunéchst eine getrennte Betrachtung der Modellkomponenten. Nachdem auch fiir das
gekoppelte Modell eine Verifikation an akademischen Situationen erfolgt, werden die
Leistungsfahigkeit und die Moglichkeiten des entwickelten Modells an Hand von Pro-
blemstellungen des Kiistenschutzes diskutiert.

95
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6.1 Wellenmodell

In diesem Abschnitt soll die Anwendbarkeit des Wellenmodells an Hand von einigen
Beispielen iiberpriift und demonstriert werden. Dabei erfolgt eine Vernachléssigung der
Effekte auftretender Stromungen.

In den ersten 4 Beispielen werden die einzelnen Wellentansformationen, Refraktion,
Shoaling, Wellenbrechen und Diffraktion getrennt {iberpriift. Zum Abschlufl wird an
Hand einer komplexen Topographie das Zusammenwirken aller Wellentransformationen
dokumentiert.

0.0 125.00 50.00 m 0.0 125.00 50.00 m

Abbildung 6.1: Gitternetze

6.1.1 Wellenrefraktion

Das erste Beispiel vergleicht die berechnete Refraktion von Wellen mit der analytischen
Losung, dem SNELLschen Gesetz. Die hierbei zur Anwendung kommende Topographie
wird auch im weiteren eine zentrale Rolle spielen. Es handelt sich um einen Strand mit
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ebener Unterwassertopographie, der eine konstante Neigung von 1:40 bis zu einer Tiefe
von 14m hat.

Es wurden dabei zwei Gitternetze unterschiedlicher Auflosung verwendet, um auch
den Einflufl der Diskretisierung zu iiberpriifen.

Fiir die Periode der einlaufenden Welle wurde 7, = 4s gew#hlt. Dies entspricht
einer Tiefwasserwellenldnge von rund 25m. Wenn die Wassertiefe etwa der Hilfte der
Wellenlénge entspricht, bekommt Grundberiihrung der Welle einen signifikanten Einflufl
auf den Wellenfortschritt. Dadurch wird die Wellengeschwindigkeit und die Wellenldnge
verringert und die Wellen werden gebeugt falls sie nicht senkrecht zur Kiiste auflaufen.
In der Abbildung 6.2 sind die mit dem feinen Gitternetz simulierten Ergebnisse mit dem
klassischen Dispersionsansatz im Vergleich dargestellt. Diese Ergebnisse entsprechen
ganz dem SNELLschen Gesetz fiir parallele Tiefenlinien. Es hat die Form:

k sin(a) = ko sin(ap), (6.1)
mit
k — Wellenzahl,

a — Wellenanlaufwinkel.
Der Index 0 kennzeichnet die Tiefwasserwerte der entsprechenden Variablen.

Wellenrichtung [grad]

60

100 200 300 400 500 600 700
len[m]
T

=10

0 100 200 300 400 500 600 700
len[m]

Abbildung 6.2: Berechnete Wellenanlaufwinkel

In Abbildung 6.3 ist der Unterschied bei der berechneten Refraktion infolge unter-
schiedlicher Gitternetzweiten dargestellt.
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Wellenrichtung [grad]

80
P e
T R R T T R IR \ ,,,,,,,,,
T e e e e VN
0
0 100 200 300 400 500 600 700
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Abbildung 6.3: Vergleich der Losungen mit unterschiedlichen Gitternetzweiten
durchgezogene Kurve - feines Gitternetz
gestrichelte Kurve - grobes Gitternetz

6.1.2 Wellenshoaling

Shoaling bezeichnet die Verdnderung der Wellenhthe beim Einlaufen in flaches Wasser
gegeniiber der Wellenhohe in Tiefwasser. Die richtige Wiedergabe des Shoaling-Effektes
durch das Modell soll an Hand des klassischen Wellenpotentials und einem Wellenanlauf
senkrecht zur Kiiste dokumentiert werden.

Abbildung 6.4: Berechneter Shoalingeffekt

Nach der linearen Wellentheorie von AIRY wird eine Welle, die aus dem Tiefwas-
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serbereich auf die Kiiste zulduft, verdndert sobald die Orbitalbewegung der Welle den
Meeresboden erreicht. Dies ist bei d < 0.5 L der Fall. Durch die Grundberiihrung der
Welle verformen sich die anféinglich kreisférmigen Orbitalbewegungen zu Ellipsen. Tre-
ten keine weiteren Effekte wie Refraktion, Diffraktion usw. auf, kann auf der Grundlage
der Konstanz des Wellenenergieflusses

F():F,

der Wellenhohenverlauf berechnet werden:

1 1
a = a .
OJ tanh(d k) [1 + Ed ]

Dabei sind die mit einer kleinen Null gekennzeichneten Groflen die Tiefwasserwerte.
Aus der Analyse dieser Relation ergibt sich nahezu eine Konstanz der Wellenh6he im
Tiefwasser (3 < 4). Bei den Wellen im Ubergangsbereich ( & < £ < 1) wird zwar
das Verhéltnis von H/L (Wellensteilheit) grofer, aber die relative Wellenhéhe nimmt

ab und erreicht ein Minimum von a/ag = 0.913 bei d/Ly = 1/(27) ~ 0.16.

Bei den hier durchgefiihrten Simulationen wurde das Wellenbrechen vernachléssigt.
Um das technische Problem einer unendlichen WellenhShe zu umgehen und den Giiltig-
keitsbereich der linearen Wellentheorie nicht zu weit zu verlassen, wurde am Strand
eine konstante Wassertiefe von 1m vorgegeben.

Beziiglich der konkreten Testparameter, Wellenperiode von 4s und Wellenamplitude
von 0.5m, erreicht die Wellenamplitude bei rund 4m Wassertiefe ihr Minimum von
0.455m. Vergleicht man zusétzlich noch den zu erwartenden Wert bei einer Wassertiefe
von 1m, so muf dort die Wellenamplitude 0.54m betragen (siehe Abbilldung 6.4). Selbst
bei einem sehr groben Gitternetz (Gitternetz 1 in Abbildung 6.1) wird die Tendenz der
Wellenamplitudenentwicklung gut wiedergegeben.

6.1.3 Wellenbrechen

In diesem Testfall sollen nicht die verwendeten Brecherkriterien im Vordergrund stehen,
da deren Eignung sehr vom Anwendungsgebiet und den dort vorherrschenden hydrody-
namischen Gegebenheiten abhingt. Vielmehr soll die positive Wirkung des numerischen
streamline-upwinding-Verfahren dokumentiert werden. In der Abbildung 6.5 ist gut zu
erkennen, daf} die Implementation des Wellenbrechens nur Wirkung in Wellenanlauf-
richtung, in diesem Fall in Strandrichtung, hat. Der Verlauf der Wellenh6hen im Bereich
reinen Shoalings wird nicht durch das Wellenbrechen am Strand beeinfluf3t. Selbst bei
einer sehr groben Diskretisierung kommt es zu keinen negativen Effekten (siehe Abbil-
dung 6.5).
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Wellenamplitude [m]

0.6

I i AR L P R A

PR R SR L Ll S

0.0

e R .- L R - =10

Tiefe [m]

Grobes Gitternetz Feines Gitternetz

Abbildung 6.5: Wellenhchenverteilung mit Wellenbrechen

Die Wellenparameter entsprechen denen des vorherigen Abschnittes. Als Brecherkri-
terium wird das historisch &lteste und einfachste verwendet, wonach eine Welle bricht,
wenn ihre Wellenh6he einen gewissen Prozentsatz der mittleren Wassertiefe erreicht.
Dabei erstreckt sich der Bereich von 78% bei ebenem Seegrund bis 150% bei steilem
Unterwasserstrand. Die Simulation wurde mit dem Test auf 100% der Wassertiefe durch-
gefithrt. Bei einem Wellenanlauf senkrecht zum Strand wurden die schon genutzten
Wellenparameter verwendet. Ausgehend von den Betrachtungen zum Wellenshoaling
muf} dann die Welle bei einer Wassertiefe von 1.06m brechen und eine Amplitude von
0.53m haben. Innerhalb der Brecherzone muf} sich die Wellenamplitude, entsprechend
dem Energiedissipationsansatz 3.96, proportional zur Wassertiefe entwickeln.

6.1.4 Wellendiffraktion

Es wird ein halbunendlicher Wellenbrecher betrachtet, um auch die Anwendbarkeit
der entwickelten Modellgleichungen unter Einbeziehung von Diffraktionseffekten zu do-
kumentieren. Die Wellenparameter entsprechen den schon verwendeten. Zur Vermei-
dung unnétiger Storungen wird an der dem Wellenanlauf zugewandten Seite des Wel-
lenbrechers der Modellrand als offen angenommmen. Physikalisch entspricht dies der
vollsténdigen Absorption der Wellenenergie, ohne Teile davon zu reflektieren. Am Rand
des Wellenbrechers im Wellenschatten wird eine slip-Randbedingung verwendet. Diese
entspricht einer senkrechten Mauer.

Bevor auf die Simulationsergebnisse eingegangen wird, mufl jedoch darauf hinge-
wiesen werden, daf} die exemplarische numerische Approximation fiir den Fall der Dif-
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fraktion nicht optimal ist. Auf Grund der linearen Ansatzfunktionen wird die in den
Gleichungen benétigte 2. Ableitung der Wellenamplitude iiber mehrere Dreieckselemente
hinweg (iiber mehrere Knotenpatche hinweg) néherungsweise bestimmt. Dies erfordert
eine hohe Auflésung des Untersuchungsgebietes in Bereichen, wo Diffraktionserschei-
nungen zu erwarten sind.

0.0 62.50 125.00m —— 40.0[m]

Abbildung 6.6: Berechnete Diffraktion

Trotz der obigen Einschrinkungen zeigt die Abbildung 6.6 eine qualitativ richti-
ge Wiedergabe der Diffraktionseffekte. Es kommt nicht nur zu einem Einschwenken
der Wellenlédngenvektoren hinter dem Wellenbrecher und damit einhergehend zu einer
Abnahme der Wellenhéhen im Wellenschatten, sondern auch zu einem Anwachsen der
Wellenhéhen auflerhalb des Wellenschattens der einlaufenden Welle.

6.1.5 Zweidimensionale Anwendung

Zum Abschlufl der Verifikationen des reinen Wellenmodells soll eine komplexe zweidi-
mensionale Anwendung dokumentiert werden. Es wird eine idealisierte Strandtopogra-
phie verwendet, um eine einfache Zuordnung von Ursache und Wirkung zu erméglichen.
Die hier verwendete Idealisierung wurde im Rahmen des Forschungsvorhabens ” Opti-
mierung Kiistenschutz Sylt” aus Naturvermessungen gewonnen und soll wesentliche
Abschnitte der Westkiiste von Sylt représentieren (siehe [21]). Es handelt sich um die
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Modellvorstellung einer sandigen Kiiste mit vorgelagerten Sandriffen und einer ausge-
priagten Riff-Rinne Struktur. Der Riffkérper ist durch Riff6ffnungen unterbrochen. Die
Einfachheit und Symmetrie der Topographie ermdglicht es zum einen, eventuelle Fehler
im Modell zu erkennen und zum anderen, eine sichere Zuordnung der einzelnen Effekte
zu den sie verursachenden Gegebenheiten zu ermoglichen.
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Abbildung 6.7: Wellenrichtungs- und -amplitudenverteilung in einer idealisierten Topo-
graphie.
Tiefwasserwellenparameter: a=0.5m, T=4.0s, 8 = 10°

Gut zu erkennen ist in der Abbildung 6.7 das Einschwenken der Wellen (Wel-
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lenldngenvektoren) normal zum Strand und das Kiirzerwerden der Wellenldngen. Be-
sonders interessant ist die Verteilung der Wellenamplitude (Wellenenergie) infolge der
Wirkung der Riff6ffnungen. Hier kommt es zu einem Auffichern der Wellenstrahlen
und infolge dessen zu einer Abnahme der Wellenamplituden in der Nahe der Riff6ffnun-
gen. Seitlich dieser Bereiche geringerer Wellenenergie kommt es zu einer Fokussierung
der Energie, wobei je nach Anlaufrichtung der Wellen, der eine oder andere Bereich
stiarker ausgepragt ist. Es muf} jedoch darauf hingewiesen werden, dafl es bei den hier
verwendeten Wellenparametern zu keinen Brecherscheinungen auf dem Riff kommt.
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6.2 Stromungsmodell

6.2.1 Dispersionstest

Der erste Test soll die Qualitit des Stromungsmodells hinsichtlich seiner numerischen
und physikalischen Dispersion veranschaulichen. Die Simulation wurde mit den vollstandi-
gen zweidimensionalen Flachwassergleichungen (einschlielich der nichlinearen Terme)
durchgefiihrt.

Betrachtet wird die zeitliche Entwicklung einer einzelnen Welle in einem 50m tiefen
Kanal. Ausgehend von einer anféinglichen Wasserspiegelauslenkung in der Mitte des
Kanals (z = /) in der Form

n(z) 0.4

- cosh?(f.(x — xpr)) (6.2)

und einer Anfangsgeschwindigkeit von Null werden zwei einzelne Wellen erzeugt. Mit
dem Skalierungsfaktor f. la8t sich die ”Breite” der Welle einstellen. Gewihlt wird hier
fe = 0.3. Der Kanal ist 1m breit und 400m lang. Die Diskretisierung erfolgt mit unre-
gelméfligen Dreieckselementen mit einer Kantenldnge zwischen 20cm und 25cm. An den
Réndern des {iberall geschlossenen Kanals wird eine slip-Randbedingung vorgegeben.

Beobachtet wird nur eine der entstehenden einzelnen Wellen. In der Abbildung 6.8
ist zum einen die einzelne Welle kurz nach ihrer Entstehung und zum anderen nach fast
200m Lauflinge dargestellt.

0 310 320 330 340 350 360 370 380 390 400

Abbildung 6.8: Ausbreitung einer einzelnen Welle
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Dieser Testfall zeigt deutlich, dafl bei einem Ausschlufl der physikalischen Dispersion
(kein Austauschterm und keine Reibung) kaum kiinstliche Dispersion durch das numeri-
sche Verfahren erzeugt wird. Es wird jedoch darauf hingewiesen, daf} es natiirlich infolge
grober Gitternetze zu dispersiven Erscheinungen bei der Simulation kommen kann.

6.2.2 Schwallwelle

Das zweite Beispiel (sieche Abbildung 6.9) illustriert das Verhalten von Schwallwellen,
wie sie beim plétzlichen Offnen eines Schottes entstehen. Hierbei werden zwei stationére
Wasserstinde durch einen Schott getrennt. Durch das Offnen dieses Schottes entstehen
zwei vertikale Wellen, die einander gegenldufig sind. Dieser Testfall dokumentiert das
Verhalten des Stromungsmodells bei advektiver Dominanz. Es wurde ein Kanal mit
einer Ruhewassertiefe von 1m, einer Lange von 100m und einer Breite von 10m simuliert.
Die Dreieckselemente haben eine maximale Ausdehnung von 50cm. Der Initialsprung
betrug 20cm, und es wurden die Ergebnisse alle zwei Sekunden dargestellt.

h_magnitude[m]
0.20

0.15

0.10

0.05

0.00
0

Abbildung 6.9: Ausbreitung einer Schwallwelle

Fiir die Verifikation des Modells kann unter anderem die theoretisch ermittelbare
Wellenfortschrittsgeschwindigkeit einer Schwallwelle,

C=/gd ~ 3.13? (6.3)

herangezogen werden. Die Simulation wurde ohne turbulenten Austausch und Reibungs-
ansatz durchgefiihrt.
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6.2.3 Tidesimulation

Im Rahmen des Forschungsvorhabens ”Optimierung Kiistenschutz Sylt“ wurden um-
fangreiche Untersuchungen zur Tidedynamik im Gebiet des Nordfriesischen Wattenmee-
res und speziell um Sylt durchgefiihrt [20]. Das Tidegebiet des Nordfriesischen Watten-
meers ist zum einen durch eine komlexe Topographie und zum anderen durch eine damit
zusammenhingende komplexe Hydrodynamik gekennzeichnet. So entstehen teilweise
grofle Stromungsgeschwindigkeiten und ausgedehnte Wattflichen in der Wasserwech-
selzone. In diesem Abschnitt sollen die Anwendbarkeit des reinen Stromungsmodells
auf natiirliche Gegebenheiten dokumentiert werden. Hierzu wurde eine Tidesimulation
fiir die Insel Sylt durchgefiihrt. Da nicht die Entwicklung eines Strémungsmodells im
Vordergrung dieser Arbeit stand, sondern die Implementation eines solchen im wesentli-
chen dazu diente, die richtige Wiedergabe der Kopplung zwischen Wellen und Stréomung
zu dokumentieren, wurde zur Beschreibung des turbulenten Austauschs und der turbu-
lenten Reibung im gesamten Untersuchungsgebiet nur die dynamische Viskositdt von
0.0012kg/ms verwendet.

In der Abbildung 6.10 ist das Entstehen der aus Naturbeobachtungen bekannten
typischen Stréomungswalze an der seewirtigen Kiiste der Siidspitze von Sylt bei Ebbe
gut zu erkennen. Die Randwerte fiir diese Simulationen wurden durch ein ”Nestig-
Verfahren” aus iibergeordneten grofiraumigen Modellen erzeugt.

Der in Abbildung 6.10 dargestellte Stromungszustand demonstriert anschaulich das
komplexe Verhalten bei reinem Tidegeschehen. Andererseits sind an Hand von Natur-
messungen im dargestellten Ausschnitt die Grenzen eines tiefenintegrierten Stromungs-
modells aufgezeigt worden [21]. So kann ein solches Modell nicht die komplizierte drei-
dimensionale Struktur der Strémung in der tiefen Tiderinne wiedergeben.

6.3 Gekoppeltes Modell

Speziell die Wahl von Verifikationsdaten zur Untersuchung der Interaktion von Seegang
und Stromung ist schwierig. Bei der Auswahl muf} der Giiltigkeitsbereich der verwen-
deten Modelle unbedingt beachtet werden. Sowohl die Art und Weise des Stromungs-
modells als ein iiber die Tiefe integrierter Modellansatz und auch die Einschrinkungen
der linearen Wellentheorie miissen beriicksichtigt werden. Bei den Testféillen diirfen
keine signifikanten dreidimensionalen Effekte auftreten. Damit fallen eine Vielzahl von
experimentellen Daten aus Wellenkanaluntersuchungen auf Grund ihrer quasi eindimen-
sionalen Ausdehnung als ungeeignet heraus.

Zunichst ist es jedoch moglich zu iiberpriifen, ob existierende analytische Losun-
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\
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Abbildung 6.10: Ebbstromung an der Siidspitze von Sylt

gen auf der Grundlage der klassischen radiation stress (siehe [33]) vom Modell richtig
wiedergegeben werden.

Wird angenommen, daf} sich die Wellen in z-Richtung iiber einen Seegrund mit
variabler Tiefe aber mit senkrechten parallelen Tiefenlinien bewegen, so sind Refrak-
tion und Diffraktion vernachlédssigbar. Nach einer gewissen Zeit wird sich bei dieser
Anordnung ein stationdrer Zustand einstellen. Dies bedeutet, dafl in den Kontinuitéits-
und Impulsgleichungen die zeitlichen Ableitungen verschwinden. Unter Vernachléssi-
gung der horizontalen Schubspannung am Boden vereinfacht sich die Impulsgleichung



108 KAPITEL 6. MODELLVERIFIKATION UND ANWENDUNGEN

in x-Richtung zu ; p

S0 = —pg(n+h) T (6.4)
Die Gleichung 6.4 kann unter Verwendung des klassischen Wellenpotentials und auf
Grund dessen, dafl n aulerhalb der Brandungszone gegeniiber der Ruhewassertiefe h
klein ist, nach n aufgelost werden. Im eindimensionalen analytischen Fall kann die Ab-
senkung des mittleren Wasserstandes (wave set-down) auerhalb der Brecherzone nihe-
rungsweise durch die Funktion

k a?

~ 2sinh(2kh) (6.5)

/]7 =
beschrieben werden. In der unmittelbaren Umgebung des Brechpunktes der Wellen
(kh < 1) gilt:

a2

- (6.6)

My =

Fiir den Bereich des Wellenbrechens kann eine solche Formel auch angegeben wer-
den. Wie schon bei der Herleitung der radiation stress erwihnt, stellt die Bestimmung
der radiation stress in der Zone des Wellenbrechens ein Problem dar. Sowohl die wel-
leninduzierten S*ij wie auch die turbulenzinduzierten S7; sind unbekannt. BOWEN [7],
LONGUET-HIGGINS und THORNTON [44] fiihrten aus diesem Grund die Hypothese
ein, daf die Relationen zur Berechnung der radiation stress und der Wellenenergie for-
mal gelten wie bei der Herleitung fiir kleine nichtbrechende Wellen. Die Vertretbarkeit
dieser Hypothese konnte an Hand von Labor- und Naturuntersuchungen nachgewiesen
werden.

Im Bereich des Wellenbrechens wird eine Proportionalitit der Wellenamplitude zur
Gesamtwassertiefe angenommen:

a =

o |2

(n+h),

wobei v eine empirische Konstante im Bereich 0.7-1.2 ist. Es kommt innerhalb der
Brecherzone zu einer Abnahme der radiation stress, was auf Grund der Gleichung 6.4
zu einer Zunahme des mittleren Wasserstandes im Bereich des Wellenbrechens fiihrt.

Der mittlere Wasserstand in der Brecherzone berechnet sich wie folgt:

h — h,
n= T %72 (6.7)
mit
2 3 5
hy = —[(1 + 3 )+ 37 hy) . (6.8)
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Abbildung 6.11: Berechneter wave set-up / set-down

Die Groflen, die mit dem Index b gekennzeichnet sind, sind die Werte der Groflen an
der Stelle, wo die Welle anféingt zu Brechen.

Zur Verifikation wird wiederum das einfache Brecherkriterium angewendet, wonach
die Welle bricht, falls die Wassertiefe kleiner als 100% der Wellenhohe ist. Somit ist
v = 1.. Ausgehend von den Resultaten des Abschnitts ” Wellenbrechen” kénnen in der
Abbildung 6.11 fiir die schon verwendeten Wellenparameter (7, = 4s und H, = 1m)
die theoretisch bestimmbaren charakteristischen Groflen iiberpriift werden.

Die Wellen beginnen bei einer Wellenamplitude a, = 0.53m und einer Wassertiefe
von hy = 1.06m zu brechen. In der Umgebung der Brecherlinie ergibt sich dann eine
maximale Absenkung des mittleren Wasserstandes (wave set-down) von
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= 0.06625m.

Der maximale Brandungsstau (wave set-up) kann niherungsweise berechnet werden,
wenn die Wasserkante am Strand (h(z) = 0) betrachtet wird:

1o = 0.35534m.

So, wie der mittlere Wasserstand analytisch fiir den quasi eindimensionalen Fall be-
rechnet werden kann, gibt es auch analytische Losungen fiir die bei schriag anlaufendem
Seegang induzierten kiistenparallelen Stromungen (siehe [33]).

Die maximale Geschwindigkeit wird dabei an der Brecherlinie erreicht:

_ Smys

Vinaz = B of g(n+ h)ysin(6,) . (6.9)

Die Neigung des Unterwasserstrandes beziiglich des Ruhewasserstandes wird mit s
bezeichnet. Die Neigung des Unterwasserstrandes in der Brandungszone muf} jedoch
beziiglich des mittleren Wasserstandes betrachtet werden. Diese Neigung wird mit s’
bezeichnet. Ausgehend von der Bestimmung des mittleren Wasserstandes in der Bre-
cherzone (siehe Gleichung 6.7) ergibt sich

s = . (6.10)

Speziell die Wahl eines geeigneten Reibungsparameter f ist ein Problem und héingt
im allgemeinen mit den natiirlichen Gegebenheiten des Anwendungsgebietes zusammen.
LONGUET-HIGGINS gibt fiir diesen Parameter einen Bereich von 0.01 bis 0.03 an. Im
weiteren wird ein Reibungsparameter f = 0.01 verwendet.

Fiir die schon verwendeten Wellenparameter und bei einem Einlaufwinkel im Tief-
wasser von 20° ist der Anlaufwinkel an der Brecherlinie noch rund 10°. Ausgehend von
dem verwendeten Brecherkriterium und der absoluten Neigung des Unterwasserstran-
des s = 0.025 ergibt sich eine relative Neigung im Bereich des Brechens von s’ = 0.0182.

Hieraus ist die maximal mdogliche welleninduzierte kiistenparallele Stromung berechen-
bar:

Vinaz = 2.0m/s
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Gut erkennbar ist in der Abbildung 6.12 auch die Anderung des Wellenanlaufwinkels
im Bereich hoher kiistenparalleler Stromungsgeschwindigkeiten.

6.3.1 Idealisierte Strandtopographie

In den letzten Abschnitten wurde vor allem Wert auf die richtige Wiedergabe von
analytischen Losungen gelegt. Dabei wurde hiufig eine quasi eindimensionale Betrach-
tungsweise der Modelle n6tig. Nun soll die wirkliche Zweidimensionalitit des entwickel-
ten Modells im Vordergrund stehen. Zunéchst sollen an Hand der schon beschriebenen
idealisierten Strandtopographie die auftretenden physikalischen Erscheinungen erldutert
werden.

Als Test wird ein Extremereignis simuliert. Hierbei wird ein Wasserstand von 1m
unter NN, was Tideniedrigwasser fiir den Bereich von Sylt entspricht, angenommen.
Als Wellenparameter werden eine Periode von 5.25s und eine Tiefwasserwellenhéhe
von 2.25m eingesteuert. Die Wellenanlaufrichtung unterscheidet sich um 5° von der
kiistennormalen Richtung.

Die Einfachheit der verwendeten Topographie erlaubt eine klare Zuordnung von
Ursache und Wirkung. Gut zu erkennen ist in der Abbildung 6.13, dafl es hinter den
Riffoffnungen zu einem geringeren Energieeintrag der Wellen kommt. Damit in Zu-
sammenhang stehed, ist dort der entstehende Brandungsstau und die Strémungsge-
schwindigkeiten geringer. Wie zu erwarten, kommt es im Bereich der Riff6ffnungen zur
Ausbildung von rip-currents. Die im Strandbereich auftretenden Walzensysteme sind
ausschliellich auf die Unterschiede in der Verteilung der Wellenenergie zuriickzufiihren.

6.3.2 Testfeld Rantum auf Sylt

Zum Abschlufl wird das entwickelte numerische Modell auf eine natiirliche sandige Kiiste
angewendet. Zur Analyse des hydrodynamischen Geschehens wurde aus einer Topogra-
phieaufnahme im Mai 1988 ein Topographiemodell mit 3881 Knoten erstellt. Auch bei
der hier dokumentierten Simulation wurde das schon im letzten Abschnitt spezifizierte
Extremereignis zu Grunde gelegt.

Die entstehende Wellen- und Strémungsverteilung, wie sie in Abbildung 6.14 dar-
gestellt ist, ist wesentlich komplexer als im Fall der idealisierten Topographie. Erschei-
nungen, wie das Verhalten des Seegangs hinter Riff6ffnungen und die dort entstehenden
Stromungsstrukturen sind dhnlich denen in der idealisierten Topographie. Hingegen ha-
ben UnregelmiBigkeiten in der Tiefenstruktur des Tiefwasser- und Ubergangsbereiches



112 KAPITEL 6. MODELLVERIFIKATION UND ANWENDUNGEN

recht groflen Einflufl auf den berechneten Wellenfortschritt. Es zeigt sich auch, daf} die
klare Zuordnung von Ursache und Wirkung, wie dies in der idealisierten Topographie
der Fall war, im allgemeinen nicht mehr moglich ist.

Ausgehend von den hier berechneten Ergebnissen ergibt sich die Notwendigkeit,
zur Verifikation solcher Modelle, auf einen in sich konsistenten und dariiber hinaus
flichenhaften Datensatz zuriickgreifen zu kénnen. Die Schaffung solcher Datensétze ist
mit einem hohen Aufwand verbunden.

Diese Anwendung zeigt sehr deutlich die Méglichkeiten eines solchen Modells auf,
ohne jedoch dabei auf ndhere Details einzugehen. Im Zusammenhang mit systemati-
schen Untersuchungen und vereinfachten Topographien ist es nun moglich, Verdnde-
rungen in der Topographie vorzunehmen und deren Wirkung auf die Hydrodynamik im
Kiistenbereich zu untersuchen.
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Abbildung 6.12: Simulationsergebnisse fiir schrigen Wellenanlauf
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Ziel der vorgestellten Arbeit war die Entwicklung eines Simulationsmodells zur Be-
schreibung von Wellen- und Stromungsfeldern, wobei die Anwendbarkeit auf Kiisten-
gebiete mit grofler Ausdehnung sichergestellt werden sollte. Besonderer Wert wurde
auf eine (im Rahmen der Modellvereinfachungen) exakte Wiedergabe der Interaktion
zwischen Seegang und Stromung gelegt. Die mathematischen Grundlagen hierfiir und
speziell die Beschreibung des Stromungsgeschehens wurden im Kapitel 2 dargelegt. Spe-
zielles Augenmerk wurde hierbei auf die Darstellung der Modellvereinfachungen eines
tiefenintegrierten Stromungsmodells sowie eines allgemeinen Wellenpotentials gelegt.
Im Kapitel 3 ist es gelungen, eine mathematisch exakte und sehr einfache Formulie-
rung fiir die Beschreibung der Ausbreitung monochromatischer Wellen zu entwickeln.
Der formale Aufbau der Gleichungen zur Bestimmung der Wellenzahlvektoren ist da-
bei unabhéngig vom Grad der betrachteten Effekte. Die Gleichungen haben dasselbe
Aussehen, unabhingig davon, ob eine zugrundeliegende Stromung, Diffraktion oder ein
schwach bis mittel geneigter Seegrund vorliegen. Es war moglich, die von YOO [47] ent-
wickelte Dispersionsbeziehung fiir schwach bis mittel geneigten Boden ohne zusétzliche
Annahmen und Vereinfachungen einflielen zu lassen und numerisch umzusetzen. Im Ge-
gensatz hierzu hat YOO [47] diese zwar hergeleitet, konnte sie jedoch auf Grund seiner
komplizierten Formulierung der Wellenzahlgleichungen nicht numerisch realisieren.

Die im Abschnitt 3.1 entwickelte neue Formulierung der Wellenzahlgleichungen er-
laubt eine Bestimmung des Charakters der Gleichungen und eine physikalische Inter-
pretation der auftretenden Terme. Es konnte eine direkte Kopplung der Gleichungen
bei der numerischen Realisierung sichergestellt werden.

117
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Innerhalb von Kapitel 3 wurden weitere physikalische Effekte bei der Interaktion von
Seegang und Stromung in das entwickelte Simulationsmodell einbezogen. Hierbei wurde
an Hand in der Literatur dargestellter Modellvorstellungen zum Wellenbrechen, zu tur-
bulenten Erscheinungen und anderen Effekten, die Integration dieser in die vorgestellte
Modellphilosophie dargelegt.

Neben der integralen Betrachtungsweise bei der Entwicklung von Modellgleichun-
gen zur Beschreibung der Interaktion von Seegang und Strémung konnte auch bei
der numerischen Approximation das Prinzip der ganzheitlichen Betrachtungsweise bei-
behalten werden. Es konnte gezeigt werden, dafl sowohl fiir die Flachwassergleichun-
gen als auch fiir die Wellengleichungen ein streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-
Verfahren anwendbar ist. Dabei mufite eine Erweiterung des streamline-upwinding-
PETROV-GALERKIN-Verfahrens auf vektorwertige Unbekannte vorgenommen werden.
Es wurden Schrittweitensteuerungen in Zeitrichtung mit verschiedenen Integrationsver-
fahren implementiert, um dem dynamischen Verhalten der zu simulierenden Grofien
gerecht zu werden. Durch die Anwendung der Methode der Finiten Elemente ist eine
flexible, den hydrodynamischen Gegebenheiten angepafite Diskretisierung méglich. Auf
Grund der direkten Kopplung der Modellgleichungen entstand ein stabiles und effizien-
tes numerisches Modell.

An Hand verschiedener Testfille, fiir die analytische Losungen existieren, konn-
te nachgewiesen werden, dal sowohl die entwickelten Modellgleichungen als auch das
numerische Verfahren, diese Losungen sehr genau wiedergeben. Ausgehend von einer
idealen Strandtopographie wurde das hydrodynamische Verhalten in einer natiirlichen
Topographie diskutiert. Dem Schwerpunkt dieser Arbeit entsprechend, mufite allerdings
auf notwendige Verifikationen an Hand von Naturdaten verzichtet werden. Diese zum
Teil groffirdumigen Simulationen haben gezeigt, dafl die vorgenommene exemplarische
Implementation unter praktischen Gesichtspunkten tauglich ist.

Da die Seegangs- und Stromungsverhéltnisse und speziell deren Interaktion sehr
komplex sind, hat das hier vorgestellte und entwickelte Modell nicht den Anspruch, die
natiirlichen Kiistenprozesse exakt wiederzugeben. Vielmehr soll es ein Werkzeug sein,
das zum immer besseren Verstéindnis dieser Prozesse beitragen und zur prognostischen
Beurteilung von Eingriffen in die Natur dienen soll.

7.2 Zukiinftige Erweiterungen

Das nun zur Verfiigung stehende Modell kann eine Grundlage fiir weitere Entwicklun-
gen sein. Dabei sind verschiedene Entwicklungsrichtungen vorstellbar. So kann die For-
mulierung des Seegangsmodells ein Ausgangspunkt fiir die Entwicklung von spektralen
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Seegangsmodellen auf der Grundlage der Modellvorstellung einer Superposition linearer
Wellen innerhalb eines Wellenspektrums sein. Hierzu sind Untersuchungen zur nicht-
linearen Interaktion zwischen hochfrequenten und niederfrequenten Wellen sowie der
spektralen Energiedissipation notwendig. Speziell die Wirkung des Wellenbrechens auf
die Energieumwandlungen im Wellenspektrum sind nicht mehr mit klassischen Brech-
kriterien beschreibbar.

Die vorgestellten Modellgleichungen gelten nur fiir progressive Wellen. Eine Be-
schreibung von Wellenreflexionserscheinungen im Rahmen der Gleichungen ist nicht
moglich. Wird jedoch vom Superpositionsprinzip zwischen einlaufenden und reflek-
tierten Wellen ausgegangen, so ist es moglich, nicht mehr nur ein, sondern mehrere
Wellenfelder zu betrachten. Zur Beschreibung der reflektierten Wellen wird eine neue
Randbedingung an der reflektierenden Kiistenlinie generiert. Der Einsatz dieser Modell-
vorstellung wird bei einer spektralen Erweiterung des Modells an Bedeutung gewinnen.

In Anlehnung an die vorgestellten Einbindungen weiterer physikalischer Effekte (wie
Turbulenz, Wellenbrechen usw.) ist es notwendig, an Hand von Natur- und Laborunter-
suchungen neue Modellvorstellungen einzubinden, die es ermdéglichen, die Feinstruktur
der kiistennahen Strémung und der Dynamik in sehr flachen Kiistengebieten wiederzu-
geben. Hierbei miissen jedoch immer die Giiltigkeitsbereiche der Teilmodelle und des
daraus entstandenen Gesamtmodells beachtet werden.

Im Rahmen des Wellenmodells ist es notwendig, effektivere numerische Approxima-
tionen der Diffraktionseffekte zu realisieren.

Speziell zum immer besseren Verstindnis der kiistennahen Stréomung wird es not-
wendig sein, eine Erweiterung des Stromungsmodells auf ein Mehrschichtenmodell zur
Beschreibung der Dreidimensionalitéit durchzufiihren. Es wird jedoch nicht ausreichend
sein, mit Hilfe eines solchen dreidimensionalen Stromungsmodells beispielsweise den un-
dertow nur zu beschreiben. Vielmehr wird es dann auch notwendig sein, die Interaktion
zwischen Stromung und Seegang neu zu betrachten.

Es wird eine Erweiterung des Modells um Transportvorginge notwendig, um das
Bild der Hydrodynamik im Kiistenbereich zu vervollstindigen. Dabei ist die exem-
plarische Implementation der Transportgleichungen in Form der Wellenamplituden-
Gleichungen schon gegeben. Auch hier ist die Verwendung eines streamline-upwinding-
PETROV-GALERKIN-Verfahrens naheliegend. Wesentliche Unterschiede ergeben sich
in Abhéngigkeit vom zu transportierenden Material, so zum Beispiel Salzkonzentratio-
nen oder Sedimente.

Alle Erweiterungen dienen dazu, ein Werkzeug zu entwickeln, welches dazu beitragen
kann, die physikalischen Vorgéinge im Kiistenbereich besser zu verstehen. Ein solches
Modell kann als Entscheidungs- und Planungshilfe fiir Eingriffe des Menschen in die



120 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Natur dienen. Es ermoglicht reproduzierbare Relativbetrachtungen von Zustdnden im
Kiisteningenieurwesen durchzufiihren.
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