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1 Einleitung

Die Methode der Finiten Elemente ist ein flexibles numerisches Verfahren sowohl zur Interpo-
lation diskret verteilter Daten als auch zur numerischen Approximation von Losungen partieller
Differentialgleichungen. Die Grundlage dieser Methode ist die Formulierung geeigneter Finiter
Elemente und Elementzerlegungen. Ein Finites Element kann als ein Tripel (K, P, X) aufgefasst
werden, wobei K eine kompakte nichtleere Menge, P ein auf K definierter linearer Raum reell-
wertiger Funktionen und X die Menge der Freiheitsgrade darstellt. Vielfach verwendete Finite
Elemente basieren auf einfachen Geometrien, auf Drei— oder Vierecken im zweidimensionalen
Raum und Tetra— oder Hexaedern im dreidimensionalen Raum. Die Erweiterung der Element-
geometrien auf n-dimensionale konvexe und nichtkonvexe Polyeder und auf diesen basierenden
parametrischen Zellen ermoglicht eine hohere Flexibilitit bei der Geometriemodellierung der
Losungsgebiete. Konvexe Polyeder in Verbindung mit einem einfachen lokalen Koordinaten-
system, den natiirlichen Elementkoordinaten, lassen auf allgemeine Art die Formulierung von
Ansatz- und Testfunktionen auf konvexen Polyedern zu. Mit den dann zur Verfiigung stehen-
den Polyedern und Interpolationsfunktionen auf diesen, ist es moglich, parametrische Finite
Zellelemente zu formulieren. Im Rahmen erster Anwendungen wird die Tragfdhigkeit dieses
Konzeptes aufgezeigt.

2 Geometriebeschreibung

Die geometrische Basis der Finiten Elemente wird durch kompakte nichtleere Mengen im eukli-
dischen Raum R" gebildet. Typische Vertreter kompakter Mengen im euklidischen Raum sind
solche, die abgeschlossen und beschrinkt sind. Die einfachsten kompakten Mengen sind abge-
schlossene Intervalle im R! , Drei- und Vierecke im R? sowie Tetra— oder Hexaedern im R3.
Die Verallgemeinerung der beschriebenen geometrischen Elemente bilden konvexe Polyeder.

2.1 Konvexe Polyeder

Konvexe Polyeder Z im n-dimensionalen euklidischen Raum R" kdnnen auf verschiedene dqui-
valente Arten beschrieben werden. Die Definition eines konvexen Polyeders iiber die konvexe
Hiille vorgegebener Bezugspunkte, im weiteren als Ecken E = {e!'¢? ...} bezeichnet, bildet
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Bild 1: Polyeder in verschiedenen Dimensionen

hédufig die Grundlage fiir entsprechende Konstruktionsvorschriften bzw. -algorithmen. Im Rah-
men der Formulierung Finiter Elemente erscheint die Beschreibung konvexer Polyeder iiber das
Minkowsky-Produkt

Z::{p:p:xflel—}—7\,262—{—...—{—7\,1\7@]\]’ 7\'1'20/\27\4:1} )

geeigneter.

Die groBte Zahl m, fiir die es m linear unabhingige Punkte in der Menge der Ecken E gibt, heif3t
Dimension des konvexen Polyeders Z. Ein m-dimensionales konvexes Polyeder hat hochstens
endlich viele Seiten und jede Seite ist wieder ein konvexes Polyeder. Die (m — 1)-dimensionalen
Seiten von Z werden Facetten, die 1-dimensionalen Seiten Kanten und die O-dimensionalen
Seiten Ecken genannt (siehe Bild 1).

Die Klasse der betrachteten Geometrien ldsst sich auf spezielle nicht konvexe Polyeder erwei-
tern, wenn diese iiber regularisierte Mengenoperationen [1] aus der konvexen Hiille der Ecken
und konvexen Subpolyedern konstruiert werden konnen. Konvexe Subpolyeder beschreiben die
Punkte des konvexen Polyeders, die im nichtkonvexen Polyeder nicht enthalten sind (siehe Bild
2).

Wesentlich fiir die verallgemeinerte Behandlung konvexer und nichtkonvexer Polyeder als geo-
metrische Basis Finiter Elemente ist eine einheitliche Beschreibung aller Punkte eines Finiten
Elements. Dies wird durch eine einheitliche Formulierung von Elementkoordinaten erreicht.
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Bild 2: Konstruktion nichtkonvexer Polyeder



Bild 3: Voronoi—Zerlegung des konvexen Polyeders und Subregionen der Ecken beziiglich x

2.2 Natiirliche Elementkoordinaten

Die Formulierung eines lokalen Koordinatensystems ermdglicht eine einheitliche Elementfor-
mulierung in der Methode der Finiten Elemente. Die Beschreibung des konvexen Polyeders Z
durch das Minkowsky-Produkt (1) seiner Ecken E legen es nahe, die Faktoren A; der Linear-
kombination als Koordinaten zu verwenden. Besitzt ein m-dimensionales konvexes Polyeder
genau m + 1 linear unabhingige Ecken, sind die Faktoren eindeutig und heiflen baryzentrische
Koordinaten. Besteht ein konvexes Polyeder aus mehr als m + 1 Ecken, sind die Faktoren nicht
eindeutig. Werden die durch Sibson [2] eingefiihrten natiirlichen Nachbarschaftskoordinaten
auf das konvexe Polyeder eingeschrinkt, erhilt man natiirliche Elementkoordinaten, welche
mit den Eckpunkten des konvexen Polyeders in Beziehung stehen.

Voraussetzung fiir die Bestimmung der natiirlichen Elementkoordinaten eines Punktes x beziig-
lich des Polyeders Z ist die Bestimmung von Voronoi—Zerlegungen zweiter Ordnung beziiglich
der Ecken ¢' und des Punktes x (siehe Bild 3).

Zunachst wird die Voronoi—Zerlegung erster Ordnung eines konvexen Polyeders beziiglich sei-
ner Ecken e’ bestimmt. Jeder Ecke des konvexen Polyeders wird eine Voronoi-Region zugeord-
net. Die Voronoi-Region einer Ecke ¢’ ist die Menge von Punkten, deren Abstand zur Ecke ¢’
kleiner oder gleich ihrem Abstand zu den iibrigen Ecken e/ ist,

VR(¢) ={p eR" :d(p,e') <d(p,e’) Vj#i}. )

Die Voronoi—Region zweiter Ordnung eines konvexen Polyeders wird beziiglich seiner Ecken
und einem Punkt x des konvexen Polyeders bestimmt. Eine Voronoi—Region zweiter Ordnung
ist die Menge von Punkten, deren Abstand zum Punkt x kleiner oder gleich ihrem Abstand zu
einer Ecke ¢’ ist, wenn ihr Abstand zu dieser Ecke kleiner oder gleich ihrem Abstand zu den
iibrigen Ecken e/ ist,

VR(x,e') ={p e R" : d(p,x) < d(p,e') <d(p,e’) Vj#i}. 3)

Die natiirlichen Elementkoordinate des Punktes x beziiglich der Ecke e werden iiber die Vo-
ronoi—Regionen zweiter Ordnung bestimmt (siehe Bild 3). Jeder Voronoi—Region erster oder
zweiter Ordnung lisst sich ein Lebesgue-MaB 1 (VR (¢')) bzw. u (VR(x,€')) zuordnen [3]. Die-
ses Mal} entspricht im 2—dimensionalen Raum dem euklidischen Flacheninhalt. Das Verhéltnis
des MaBes der Voronoi—Region zweiter Ordnung einer Ecke ¢’ und dem Punkt x zum MaBe der



Bild 5: Einfluss der Koordinaten

Voronoi—-Regionen erster Ordnung des Punktes x beziiglich aller Ecken des konvexen Polyeders
ergeben die eindeutigen natiirlichen Elementkoordinaten,

u (VR (x, ei))
H(VR(x))

Liegt der zu betrachtende Punkt x auBlerhalb des Polyeders, so existiert keine Darstellung in
natiirlichen Elementkoordinaten. Liegt der Punkt x genau auf einer Facette des Polyeders, ent-
stehen Voronoi—Regionen zweiter Ordnung mit unendlichen Maflen. Durch Grenzwertbetrach-
tungen kann gezeigt werden [3], dass die Berechnung der natiirlichen Koordinaten allein von
den Ecken der Facette abhingen und somit die Berechnung auf das konvexe Polyeder der Fa-
cette beschrinkt ist.

Ai(x,e) = )

Infolge der Konstruktion der lokalen Elementkoordinaten eines konvexen Polyeders mittels der
Voronoi—Regionen zweiter Ordnung sind die lokalen Elementkoordinaten eines Punktes x nicht
zwangsldufig von jeder Ecke des Polyeders abhéngig. Ist die Voronoi—Region zweiter Ordnung
des Punktes x und einer eine Ecke leer, so sagt man, dass der Punkt x und die Ecke nicht
benachbart sind. Die Koordinate des Punktes beziiglich der Ecke hat den Wert null.

Die natiirlichen Elementkoordinaten sind dquivalent zu den baryzentrischen Koordinaten der
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Bild 6: Verlauf der natiirlichen Elementkoordinaten in 2D- und 3D- konvexen Polyedern

Simplexe und haben im Inneren von Quadraten einen bilinearen Verlauf. Die natiirlichen Ele-
mentkoordinaten beinhalten somit die bekannten lokalen Koordinatensysteme klassischer Fini-
ter Elemente.

Die Konstruktion der natiirlichen Elementkoordinaten ist zundchst auf konvexe Polyeder be-

schriinkt. Bei der Ubertragung auf nichtkonvexe Polyeder werden die auftretenden Nachbar-
schaftsbeziehungen modifiziert [4].

2.3 Parametrische Zellen

Die polyedrischen Elementgeometrien sind eben berandet. Als Polyeder beschreibbare Unter-
suchungsgebiete sind so exakt zerlegbar. Um auch Untersuchungsgebiete mit gekriimmten Rin-
dern betrachten zu konnen, werden parametrische Zellen als geometrischer Triger Finiter Ele-
mente eingefiihrt.

Die hier verwendeten parametrischen Zellen sind spezielle topologische Zellen [3]. Sie wer-
den beschrieben durch konvexe oder nichtkonvexe Polyeder und einer auf diesen definierten
Abbildung F (einem Homdomorphismus). Die Abbildung wird iiber Formfunktionen fiir die
Seiten (Ecken, Kanten, Facetten) in Abhingigkeit von den natiirlichen Elementkoordinaten A;
der Polyeder beschrieben

x= Y N+ Y Ny )+ Y Ny a (A (). ®)

Ecken Kanten Seiten

Im Gegensatz zu den klassischen parametrischen Elementen, bei denen das Urbild das Einheits-
element ist, werden bei den parametrischen Zellen nicht die Ecken transformiert, sondern die
Facetten der Polyeder (siehe Bild 7).

Die Abbildungsvorschrift wird auf den Facetten des Polyeders formuliert:

x= Z Nij (M (r)) + Z Nij.k (A(7)) . (6)

Kanten Seiten

Als Formfunktion auf den Kanten bieten sich Funktionen der Art

Nyj = (Mi(r) +05(0) - fij (s () (7)



Bild 7: parametrische Zelle

mit
— () .

Sm R0 A0 me (i, ), (8)
an. Diese Formfunktionen haben die Eigenschaft, dass ihr Einfluss gleichmiBig tiber der Zelle
abnimmt. Mit der Potenz [ wird das Abklingen der Formfunktion im inneren der Zelle gesteuert.
Wird eine Kante der Zelle mit den Ecken ¢’ und e’ betrachtet, so kann der Verlauf der Kante
durch die Funktion f;;(s) in Abhingigkeit von den natiirlichen Elementkoordinate der Kante
beschrieben werden. Fiir jeden Punkt auf der betrachteten Kante gilt A; +A; = 1 sowie 5; = A;
und s; = A; . Die Formfunktion N;; (A(r)) liefert daher fiir jeden Punkt der betrachteten Kante
die Abweichung des vorgegebenen Kantenverlaufes vom gradlinigen Verlauf der Sehnenkante.
Sie liefert fiir jeden Punkt auf einer anderen Kante den Nullvektor und besitzt einen glatten
Verlauf iiber das Element.

Als Formfunktion auf den Seitenflichen werden Funktionen der Form

Nijx =(Ni(r) +Aj(r) +... —i—?uk(r))lﬁj__k(s(r)) — (Nij(Mr)) + ...+ Ni(M(r))) (9)

mit
Am(r)
Sm = , me(i,j,..., k), 10
"R T+ ) M€ k) 19
verwendet.
Betrachtet wird eine ebene Seite der Zelle mit den Ecken ¢/, e/, ..., e* und den Kanten (¢, e/),

..., (¢, €X). Der Verlauf der Seite wird durch die Funktion fi.j,...k(s) in Abhingigkeit von den
natiirlichen Elementkoordinaten der Seite festgelegt. Fiir jeden Punkt der betrachteten Seite gilt
Ni+Aj+...+ 2 = 1 sowie 5; = A; bis sy = A. Die Formfunktion N;;_x(A(r)) liefert daher
fiir jeden Punkt der betrachteten Seite die Abweichung des vorgegebenen Seitenverlaufes vom
Verlauf, der sich aus den Formfunktionen fiir die Kanten der Seite ergibt. Sie liefert fiir jeden
Punkt auf einer anderen Seite den Nullvektor und besitzt einen glatten Verlauf iiber das Ele-
ment. Werden fiir die Abbildung der Zelle Formfunktionen fiir Kanten und Seiten verwendet,
so besitzen die Seiten des Elements die vorgegebenen Seitenverldufe.

3 Ansatzfunktionen
Die grundlegende Idee der Finiten-Element-Methode ist es, durch einfache Ansatzfunktionen
mit noch unbekannten Parametern fiir Teilgebiete das Gesamtverhalten von komplexen Aufga-

benstellungen zu beschreiben. Die Losung der Differentialgleichung kann dann auf die Losung
eines algebraischen Gleichungssystems fiir die unbekannten Parameter iiberfiihrt werden.
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Bild 8: Lagrangesche Ansatzfunktionen — kantenlinearer Ansatz

Die natiirlichen Elementkoordinaten erlauben es, Ansatzfunktionen auf Polyedern bzw. para-
metrischen Zellen generalisiert zu formulieren. Im Weiteren wird auf die Definition von kante-
norientierten Ansatzfunktionen eingegangen.

Eine mogliche Art der Definition von Ansatzfunktionen ¢; stellen die Lagrangeschen Ansatz-
funktionen dar. Sie werden iiber die natiirlichen Elementkoordinaten fiir die konvexen Poly-
eder bzw. parametrischen Zellen formuliert. Fiir kantenlineare Ansitze besteht hierbei die An-
satzfunktion ausschlieBlich aus der natiirlichen Elementkoordinate des zugehorigen Eckknotens
(siehe Bild 8).

Bei kantenquadratischen Ansdtzen besteht die Ansatzfunktion fiir den mittleren Freiheitsgrad
einer Seite aus einem Vorfaktor und den beiden natiirlichen Elementkoordinaten der jeweiligen
Ecken (siehe Bild 9). Damit enthilt die Ansatzfunktion einer Ecke die natiirlichen Elementko-
ordinaten der Eckpunkte aller abgehenden Kanten.

Die vorgestellten Ansatzfunktionen ermdglichen eine ¢O-stetige Interpolation auf Zerlegungen,

bestehend aus Polyedern und parametrischen Zellen, und bilden die Basis fiir Finite Element
Approximationen.

¢1()L) Z=7u1-(1—2-7u2)-(1—2-7»5)
¢2(k) Z=7u2-(1—2-7u1)-(1—2-7»3)
¢3(7\,) I:kg . (1 —2-7»2) . (1 —2-7»4)
04(A) =Ag- (1 -2-23)- (1=2-2s)
0s(A) =As- (1—=2-hg)- (1—=2-4)
012(A) =4-A- Ay
023 (A) =4-Ay- A3
O3 (A) =43 My
(1)45(70 ::4-7\,4-7\.5
(1)15(70 ::4-7\,1-7\.5

Bild 9: Lagrangesche Ansatzfunktionen — kantenquadratischer Ansatz



4 Finite Element Approximation

Unter der Finiten Element Approximation versteht man die numerische Niherung der unbe-
kannten Losung u(x) einer Gleichung

F(u) =0. (11)

Im Weiteren werden Randwert- und Rand-Anfangswert-Aufgaben betrachtet, wobei man unter
der Gleichung (11) im Allgemeinen ein System partieller Differentialgleichungen mit zugeho-
rigen Randbedingungen versteht.

Die Grundidee der Methode besteht darin, die unbekannte Losung u(x) nicht im unendlich-
dimensionalen Raum aller Funktionen zu suchen, sondern einen endlich-dimensionalen Un-
terraum zu wihlen, in dem dann die bestmdgliche Losung #(x) gesucht wird. Der endlich-
dimensionale Unterraum wird von endlich vielen Ansatzfunktionen ¢; aufgespannt, so dass die
Approximation der unbekannten Losung die Form

N
a(x) =Y cigi(x) (12)
i=1

hat. Setzt man die Approximation #(x) der Losung in die zu losende Gleichung ein, so wird
diese im Allgemeinen nicht genau erfiillt. Die auftretende Differenz wird als Defekt oder Resi-
duum

e =F (i) (13)

bezeichnet. Um eine bestmogliche Approximation zu erhalten, wird der Defekt minimiert. Das
Standard-Galerkin-Verfahren geht von der Forderung aus, dass der Defekt nicht im endlich-
dimensionalen Teilraum der Approximation liegen darf, sondern zu diesem orthogonal ist. Das
hei3t, dass der Defekt zu allen Ansatzfunktionen orthogonal sein muss:

/Q¢i8=0- (14)

Das hieraus entstehende Gleichungssystem liefert die Koeffizienten ¢; aus (12).

An zwei Beispielen aus der Mechanik und Stromungsmechanik sollen erste Ergebnisse vorge-
stellt werden.

S5 Numerische Beispiele

5.1 Diffusionsgleichung

Zunichst soll die numerische Approximation einer zweidimensionalen Diffusionsgleichung mit
entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen vorgestellt werden,
de(x,y,1)

. 2 —
> kV<c(x,y) =0. (15)

Das Standard-Galerkin-Verfahren fiir die ortliche Approximation und des impliziten Euler-
Verfahrens fiir die zeitliche Approximation liefern ein Gleichungssystem der Form

(M—=D)a"™ =Mz, (16)
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Bild 10: Approximationen der Losung einer 2-dimensionalen Diffusionsgleichung

wobei M die Massenmatrix und D die zugehorige Diffusionsmatrix des Problems sind.

Als Anfangsbedingung wurde in der Mitte des Untersuchungsgebietes eine Stoffkonzentration
injiziert und deren Ausbreitung berechnet.

Im Bild 10 sind die verwendeten Zerlegungen und in der oberen Reihe die zugehdrigen An-
fangsbedingungen dargestellt. Neben den beiden regulédren Zerlegungen auf der Basis von Sechs-
und Vierecken wurde fiir die dritte Zerlegung die Voronoi—Zerlegung einer zufillig verteilten
Punktemenge gewihlt. Die Finite Element Approximation auf allen drei Zerlegungen generiert
die zu erwartende Verteilung.

5.2 Mechanische Systeme

In einem weiteren Anwendungsbeispiel aus dem Bereich der Mechanik sollen die Verschiebun-
gen fiir eine gelochte Scheibe unter Zugbeanspruchung untersucht werden. Es wird ein elasti-
sches Materialverhalten angenommen. Aufgrund der doppelten Symmetrie der Geometrie des
Gesamtsystems muss die Diskretisierung lediglich fiir eine Viertelscheibe erfolgen. Die aus der
Symmetrie bedingten Randbedingungen an der Viertelscheibe ergeben sich zu u(0,y) = 0 und
v(x,0) = 0. Bild 11 zeigt die Abmessungen und die Randbedingungen des Gesamtsystems und
des zu untersuchenden Viertelsystems.

Als Scheibe werden ebene Bauteile bezeichnet, deren Dicke klein gegeniiber den Abmessungen
in der Ebene ist und welche nur durch Krifte in der Ebene belastet werden. Die Berechnungen
werden auf der Grundlage der linearen Elastizitétstheorie durchgefiihrt. Die kinematische Be-
ziehung lisst sich als
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Gesamtsystem Viertelscheibe

Bild 11: Gesamtsystem und Viertelsystem

formulieren, wobei L die so genannte Differentialoperatormatrix ist.

Das Elastizititsgesetz ergibt sich aus

Oixx
6= |Gy | =Cg¢, (18)

Txy

mit der Materialmatrix C fiir den ebenen Verzerrungszustand,

1 2 0
_ E(1-v) v IIV 0 (19)
CaEva-2v) [ e |

2(1—v)

wobei v die Querkontraktionszahl und E das E-Modul darstellt.

Mit den Oberflichenlasten # und den Volumenkriften f ergibt sich die schwache Form des
Gleichgewichtes zu

/ [Lv]7C[Lu] dQ = / vitdQ+ [ vtdr. 20)
Q Q Iy

In Bild 12 sind die Verschiebungen fiir zwei unterschiedliche Zerlegungen dargestellt. Die Er-
gebnisse entsprechen im Wesentlichen den aus der Literatur bekannten Losungen [5].

Die Berechnungen wurden mit kantenquadratischen Ansatzfunktionen zweiter Ordnung durch-
gefiihrt. Das Berechnungsnetz bestand aus einem reguldren Rechtecknetz mit 1273 Freiheits-
graden und aus einem quasireguldrem Sechsecknetz mit 627 Freiheitsgraden. Trotz geringerer
Anzahl von Freiheitsgraden liefert das quasiregulidre Sechsecknetz sowohl in den maximalen
Verschiebungen als auch bei den Verschiebungen am Lochrand eine bessere Approximation.

6 Zusammenfassung

Es wurden generalisierte Finite Elemente vorgestellt, deren Basis allgemeine konvexe und nicht-
konvexe Polyeder sind. Durch die Definition einer Abbildung auf diesen konnten im Weiteren
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Bild 12: Verschiebungen zweier unterschiedlichen Zerlegungen, hundertfach iiberhoht dargestellt

parametrische Zellen eingefiihrt werden. Durch die Einfithrung der natiirlichen Elementkoor-
dinaten auf Polyedern und parametrischen Zellen konnte eine generalisierte Formulierung von
Form- und Ansatzfunktionen erreicht werden. Somit eignen sich diese Finiten Elemente sowohl
zur Interpolation als auch zur Approximation von Losungen partieller Differentialgleichungen.
Am Beispiel der 2-dimensionalen Diffusionsgleichung und einem Benchmark-Problem ,,Schei-
be mit Loch* konnte die Tragfdhigkeit des vorgestellten Konzeptes aufgezeigt werden.
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