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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Differentialgleichungen

ey =g lehdle) - Pult-ghdrit el (~encAutt) £1=)

sowie die Ungleichungen (12) und (1€) betrachtet, die man aus {1=) erhait, wenn man
"=" durch " bzw. "<" ersetzt,

Die Funktion alt) sei auf [A,c) reellwertig, stetig und fokal summierbar. Der reeliwer-
tige Kern r(t,s] sel definiert flir A<t und O< s, Es sei r(t,0)=0 fiir 1A, und In je-
dem t=A sel rit,s) monoton wachsend in s. AuBerdem moge eine auf [Aw) stetige
Funktion olt) existieren, so daB fir A<t und olt) £5 git: r(t,s) 2rliteltd), und rit,elt))
ist stetlg fir alle t> A. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sel olt), O fUr Ast,
SchiieBliich wird noch gefordert, daB gilt:

EINAL
gém iir(-&,e) ~rltslids =0 fur t2 A und
mitolll=e .
Tty

Auf Grund der Existenz einer stetigen Funktion ofl) reduziert sich das Integral in (1=}
auf ein endliches Integral mit der oberen Grenze olt). Es wird also oft das Integral
nur aus formalen Grilnden als unendliches Integral geschrieben,

Unter den genannten Voraussetzungen wird das asymptotische Verhalten der Ldsun-
gen von (1=), (1) und (12) untersucht. Wesentliche Hilfsmittel sind die Resultate iber
Funktionensysteme mit  modifizierter Durchdringungselgenschaft  aus  /MORGEN-
THaL, 87

lr1 MORGENTHAL, 1979/ wurden Paare von Funktionenklassen mit modifizierter
Durchdringungseigenschaft eingefilhrt und erste Ergebnisse lber das asymptotische
Verhalten der Flemente dieser Funktionenklassen angegeben. Weitere Ergebnisse die
allgernein flr solche Funkiionenkiassen gelten, findet man in den Kapiteln 1., V. und
Vil.. Dlese Ergebnisse lassen slch, wie man noch sehen wird, bei der Untersuchung
des asymptotischen Verhaltens der Lésungen von (1=) anwenden. Im vorliegenden Fall
zelgt sich, daB die Ldsungsmengen von (15} und (12) ein Paar von Funktionensystemen
mit modifizierter Durchdringungseligenschaft bilden. Man erhiit daher aus /MORGEN-
THAL, 1979/ inshesondere, daB die final positiven Ldsungen von (1=} in Klassen mit un-
terschiedlichem asymptotischern Verhalten aufgetellt werden kbnnen und, dafi diese
Kiassen sich bezlglich ihres asymptotischen Verhaltens ordnen lassen. Es existieren
héchstens zwel verschiedene Klassen. Die Frage, wann genau zwei verschiedene Klas-
sen existleren, wird Im Kapitel 1V der vorliegenden Arbeit mitbehandelt. Werden an die
Parameter der Gleichung (1=) weitere Forderungen gestelit, so lassen sich die final
positiven Lésungen von (1=) durch Exponentialfunktionen abschitzen.

In welteren Teilen wird das asymptotische Verhalien der oszillierenden Losungen von
(1=} untersucht. Die Resultate gestatien es, den Entwicklungssatz aus /MORGEMN-
THAL, 1979/ zu verschirfen.
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. Existenz~ und Einzigkeitssatz, ein Ver-—
gleichssatz

E{t) sel die auf [A,w) definierte Funktion E{U= infl & -ol@: 82t} Der Punkt E(1) be-
schreibt den kleinsten Zeitpunki, der noch EinfluB auf das Verhalten der Lisung vor
{1=) zum Zeitpurkt t besitzt. {E(1),t] wird EinfluBintervall genannt. Dann ist E() mo-
noton wachsend, und wegen den Voraussetzungen an oft) gift E(U <t fir A<t und
éﬂ?’; B} =00 .

Unter elner L¥sung von (12} versteht man eine auf [E(A}w) definierte stetige reell~
wertige Funkilon, die auf [Aw) zwelmal differenzierbar ist und der Ungleichung {12)
gentigt. Analog wird der Losungsbegriff beziiglich (1sj und (1=} verwendet. Unter der
Ableitung an der Stelle A versteht men imyner die rechtsseitige Ableitung.

Unter den angegebenen Voraussetzungen folgt aus /Mvyskis, Satz V/der Existenz-
und Einzigkeitssatz, der im folgenden bendtigt wird:

Satz 1.1: Zu jeder auf [E(A),A} stetigen reellwertigen Funktion ¢ und elner reellen Zah!
« existiert genau eine Losung f von (1=}, fUr die flU)=¢(t) fir E(AJ st <A und FA) =
gitt.

Bei der Untersuchung der Glelchung (1= spielt der Satz 1.2, den man als lokalen Ver-
gleichssatz bezeichnen kamn, eine fundamentale Rolle,
Zunichst sel jedoch ein Lemma angegeben.
Lemma L1 Gt fir ein T A . xfti=0  flir E(A)st<A,
(A} =0,
x{A) 20
und wW{O£0 fur ActeT,
so ist: )
T
ggxizwssdrttﬁ}@c £ 0 furalle ActsT,

Bew.: (1) Ist monoton nicht wachsend auf dem Intervall (A TI und dies bedeutet, daf
¥ (1) <O fur alle E(A) £t T ist. Auf Grund der Nichtpositivitdt des Integranden ist das
STIELTJES ~Integral nicht positiv und somit auch das im Lemma betrachiete RiE-
MaNN-lntegral. 83

Satz 1.2 Es set alt) meBbar und lelt)l lokal summierbar. Welterhin sel ~o (A Cw,
x{ 20 fur E(A) 2L 2A,

%A =0 und
widl =0 .
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Fir A<t gentige x{t) der Ungleichung (1z). Dann existiert eine reeile Zanl C> A, so
dal gilt:

wliie0 und w20 fir alle © mit AsteC,

Bew.: Es genligt zu zeigen, daB eln C> A existleri, so daff X' 20 fir alle te[AC
gitt, da hieraus mit

Xt = xwﬁgxmm fir Act<C

folgt, daB x(t} 20 fur alle t<{AC).

Nimimt man nun das Gegenteil an, so erhdlt man zweai Falle:

1y Es existieren rechte Umgebungen von A, so dal x'(1) £0 gilt, wobel Jede Umgebung

Purkte t enthalt mit x'{t) < O.

(2} in allen rechten Umgebungen von A gibt es sowohl Punkte t mit x'{t) <O als auch

solche mit (1) > 0.

Fall {1): Man kann nun eln T A so wihlen, daf x{0 <0 auf Ast<T und iﬁaitii&m?
gilt,
Sei pemin{x W :A<t<T) Dann st p nach Voraussetzung echt kielner als
Null, Integriert man run die Unglelchung (12} von A bis 1, wobel A<t<T gel-
ten soll und nutzt das Lemma 11, so erhslt man die Glltigkelt der folgenden
Ungletchung fiir alle te[AT]:

K0 2 A iatﬂx‘{zm - ;gxtf-s)&‘(t,s}d{ x piia(‘ﬁi&‘t > @g!aiﬂidt s o

Dies steht Jedoch im Widerspruch zur Definition von p, d.h. die Annahme, daB
der Fall (U gilt, ist falsch.
Fall (2): Wahlt man S> A, so daB S~A«t,

jﬁa(tl& g % \

4
zgérif,s}d’s 4

und x(S1=0 gilt,

urd setzt man p{S)=max{x 4} :A=t<S},

50 st (S} 0, und man findet eln P> A, so daB x'(PI=p{5). Nun kann man
noch elnen Punkt Q finden, der die kleinste Nulistelle von (1) im intervall
(P51 ist.

Flir Pst=Q hat man dann die folgende Ungleichung

(0 2 () +£at~a)x"mdz- gétzns}drit,szm
2 plS) -glait) betdt mg‘t iele-g) ~ Sl A) +£p($}dt}dr{'t,s}

%ﬁx(ﬁ& + fplS)deldriv,e)ide



o

w2 olS) - @E%ij%&iﬂ%dt mgi ®lz-g) - plSY(t-Addriz,s) + ] plS)t-Addrit,s)ldt

und  wegen x(m}:x(A)&fgxw}d&ﬂmemax ¥ {Hr-AY folgt, dafl das

Aster
erste der belden STIELTJES-Integrale negatlv ist, somit gilt weiler

X0 2 olS) m@(sfsacﬁm ﬁp{saeswj&(mm

= plSHt "-iia(ﬁiét%s-ﬁjgérmsﬁdt} 50 .

Lies steht jedoch im Widerspruch zu x'(Q) =0.

Somit st der Satz vollsténdin bewlesen. O

Bemerkung 1.1: Setzt man In Satz [2 zus8izlich x(A)> 0 voraus, so existiert ein
O A, s0 dall x{t) > O und (1) O fur alle te[AC) gilt,

Unter Verwendung des Satzes 1.2 kann man nun folgende lokale Durchdringungseigen-—
schaft flr die Mengen der Ldsungen der Ungleichungen (12) und (12} formulieren.

Folgerung 1.1 Sel f einre Lisung von (12} und g elne von (i),
Es gelte:  fltd2gly fir EA st A,

flA) =glA) und
FlA) =g'lAd.
Dann existiert ein C» A, so dab giit gl <f{td und
gl <t fir Asi<C.

Bew.: Die Differenz ult=f(}~glt) erfullt die Ungleichung {12} und die Voraussetzungen
dos Satzes L2, aus welchem man sofort die Folgerung erhatt, £}



. Durchdringungseigenschaft

i Anlehrung an die Berelchnungen bel /MORGENTHAL279/ wird die Menge aller
Ldsungen von (1) mit MY und die von (12) mit M, bezeichnet. Mehd T M, st dann die
Lisungsmenge von (1),

Folgende Elgenschaften sind erfUlt:
Ay Aus feMy und geM, folgt g+feM,.
At Aus feMy und X 20 folgl A e M.
Die gleichen Eigenschaften A, und A, gelten auch fur M’ .
Mgt Aus AT, febdy, geM!, O<gltd fiir E(T <127,
Oegltd fur Ts1,
Rl =glt) fur EMM stsT und
(T =glT},
folgt gltd 2 FIY fir alle 12T, {IN}

Da Ay und A, offensichtlich gelten, geniigt es, A’y nachzuwelsen.

Bew. von A'y: Da aus den Voraussetzungen folgt, daB £(T) 2 g'(T) ist, erhdlt man mit
Folgerung 1.1, daB es ein C» T gibt, so daB gilt: g{t) 2 f(t) fir afle teIT,C). Unier den
zusizlichen Voraussetzungen: O < gft) fir alle telE(TLTT und O «glt) flr alle t2T,
kann man die Gitigkelt von (IL1) fir alle t 27T zelgen.

Nimmt man nun das Gegentell der Behauptung an, d.h, die Existenz elnes Punktes

FoT it glP)y f(P), und definiert man A® max %. so st Azt und es gibt auf
Tstsp @
Grund der Stetigkelt von f(t) und gf{t) mindestens elnen Punkt Q< [T,P), in dem die
Furktior g{% the Maxdmum annimmt. Da A 20 Ist, gitt Ag(t) eM?, Wiahlt man den grib-
ten Punkt Qe[T,P), in dem das Maximum angenommen wird, so glit flir diesen Funkt:
Osagld flr EWQ)=zt=Q,
Ochgltd fUr Qst,
flusagit) fir ElMsti2Q  und
£(Q1 = 2glQ).

Nach der Folgerung L1 glbt es nun ein C» Q mit Aglt) €7t} fUr alle te[Q,C), was Im
Widerspruch zur Wahl von Q steht (d.h. @ ist gréBter Punkt, in dem das Maximum
angenommen wirdl., Also git gty < () fiir alle 12T, womit A'a bewlesen ist. £1

Folgerung i.1: Unter den Voraussetzungen von A’y ist die Funktion git)w= % nicht

fallend fir T=t.
Bew.: Mar zeigl, daB fiir beliebige t,, giit: gl )glt) <£(1) fir Tst, <t



Sei @=inf {t=T: ol )glt) =flD}. Dann Ist T< @ <1, und es git
£18) < qlt igld) fiir E@) <t<®,
#8) = gltlgle)
sowle U cqltglglt fir E@) <t

Wendet man nun A’y an, so erhdlt man die Behauptung. L

Beim Bewels der Folgerung 1.1 wurden nur die obigen Axiome verwendet, d.h. die Fol-
gerung L1 gilt fir allgemeine Funktionensysteme mit A'y. Im Falle der Gleichung {(1=)
unid der zugehdrigen Ungleichungen erhélt man aus der Folgerung .1 folgende Aussa-
ge Uber das Verhalten der Ableitungen von f und g

Unter den Voraussetzungen von A, gift fidgU £ F{tgltd fir alle t2T.

Ein solches Paar positiver Funktionen nennt man monoton durchdringend ab dem
Punkt T. Monoton sich durchdringende Funktionenpaare haben folgende wichtige Eigen-
schaft, die im néchsten Lermma bewlesen werden soll.

Lemma 111 feM, und geM! migen sich vom Punkt e < E{T} ¢ monoton durchdrin-
ger. Dann gibt es zu beliebigem Q 2T und «> 0 ein B> 0, so dab gilt:

aflt) € Bglyd fUr < (EXQHLQT und
af{Q) = glQl.

Bew.: Da § und g positive reellwertige Funktionen sind, existiert zu jedem Q und o ein
B, so daB of{Q)=BglQ} gilt. Die Glltigkeit der Ungleichung auf dem EinfluBiniervall
von Q ergibt sich wie folgt:

gf% ist nicht fallend fir +2E{T},

speziell qilt f-%%mﬂ fe) fur alle t mit E(7) st <Q,

g g
also auch {g%%f £ gfé ) = q fir alle t mit E(T) st=Q
woraus nun sofort die Behauptung folgt. (B

Es wird nun eine Verschirfung der Aussage des Axioms Ay fir Speziaifille der Glei-
chung (1=) und deren Ungleichungen angegeben, die spiter noch benttigt wird.
Dazu wird die Differentialgleichung mit konstanten Keeffizienten und konstanter Retar-

dierung

M) = o) - Brelt~y) it o, B, yeR. B0, v> 0 {H.2=)

beirachtet,



Satz L1 Sei wlt) <O fur ¢ [ECA)A),
x{A) =0,
XA =G,  und sel x{1) Lésung von (11.22).
So existiert ein Cr A mit x(t)» O und > O flr te (AL,
Bew.: Durch Integration von (I1.22} von A bis © erhilt man
® (1) 2 (A} + oolt) *3&:&“‘@@1’ » 0, falls t hinreichend nahe an A,
Dies folgt sofort aus der Posltivitht von B und der Stetigkelt des Integrals. £l

Satz H.2: SBel Ty A, f Lidsung von (11.22), g Lbsung von (11.25) mit
Ogglt fur E(M <st<T,
Cegltd fur Ty,
flthegld fir EM<tsT und
T3 =glT3,
so folgt gl «f) fir Tt

Der Beweis ist analog zu dem Nachweis von A'y fiir dle Gleichung (1=). Welterhin
erhdlt man die
Folgerung i.2: Unter den Voraussetzungen des Satzes 1.2 ist dle Funktion glth= -@%

monoton wachsend flr Tat, und es gilt flg'lt « Fitdglt).
cin solches Paar von Funkiionen { und g helBt echt durchdringend ab dem Punkt 7.

Im folgenden werden nun allgemeine Eigenschaften von Funktonensystemern mil der
modifizierten Durchdringungseigenschaft A’y (in Ergénzung zu den in /MORGEN-
THAL 1879/ angegebenen) bewiesen,

Die foigenden beiden Siize geben Bedingungen an, unter denen ein Element aus M’
bzw. M, von einem gewlssen Punkte an immer negativ bzw. positiv ist.

Satz i1.3: Mogen A, A, und A’y filr zwel Mengen M, und M? stetiger reeliwertiger
Funktionen, die definlert sind auf [E(A),w), gelien. Existieren mindestens zwel positive
Funktionen feM, und geM', so daB sich f und g monoton durchdringen filr t=E(A),

so folgt aus T> A, heM;, hl <0 fr teE(TLTI und h(T =0
die Nichtriegativitdt von h, dh. es giit M8 20 fur alle t2T.

Bew: Da f und g sich monoton durchdringen gilt, daB fiir alle T> A und fir alle «> 0
ein B0 existiert, so daB gilt: «f(t) £ Bgtt) flir e IEM,T) und of(T) = BglT). Vermittels
A’y folgt nun die Gliltigkeit von of (1) 2 Bolt) fir alle t=T.

Es wird nun angenommen, daB die Aussage des Satzes nicht richtig Ist, dh. es
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existiert ein Punkt P > T mit h(P} < 0. Man findet also zu jedem w> O ein 8> 0, so daB
giit: hie) + ef{td S Bolt flr EXTI <t <T und hiT) + af(T) = BglT).

un] = K T
heofebd, ~7 777 ’wﬂww TP €
hehd,

Vermittels der Gilftigkeil von A’y folgt nun it} + eflt) 2 Bglt) fUr alle t2T,

also htt) + eeflt) - Bglt) 20 . (1.3}
Es wurde nun angenommer, daB h(P) <0 und - nach obigem Ergebnis ~ kann men o
und B> C so wiahien, daB «f(P) - (P} beliebig kleln wird. Hieraus folgt aber, dab es o
und 8 glibt, so daf hiP}+afP} - BlP) <O wird, was im Widerspruch zu (113} steht.
Also ist die Annahme hi(P) <0 falsch, womit der Saiz bewiesen ist. 1

Einen analogen Satz erhilt man fir heM? und hit) 20 filr E(T) gt T,
Satz 11.4: Gelten die Voraussetzungen des Satzes [1.3, so folgt aus Ty A , heM?,

MU 20 fir E(Ti<teT und
KT =0,
die Glltigkeit von  hif} €0 flir alfe t=2T.

Bew.: Der Bewels ist analog zu dem von Satz 11.3, und man kommt mittels des fol-
genden Schiusses zum Widerspruch:
Aus  of (1) £ Bglt) +h(t) flir E(MY <t < T und «f(T) = pg(T) + h(T} folgt
wf(t) = Bglt) + hit) fur t<T also Oz Bglt) -~ af(th+ hiv). O

Bemerkung 11.1: Die Voraussetzung der Existenz zweler positiver Funktionen f und g
die sich durchdringen, erscheint als sehr streng. Sie ist jedoch im Falle der Glelchung
(1=} schon dann erfiillt, wenn es eine positive Lisung g von (1<) gibt. Die Funktion f
ist dann die Lsung von (12) mit f(U) =g{t) fur t<[E(A),A] und FA) =g'(A).

fe fvﬁulvi.ff wird final posltiv genannt, wenn el PxE{A) existiert mit 0 <f{U) fur alle
t2P. Man nennt f positiv, wenn O ¢ flt) flir alle t2E(A) giit. Eine Funktion aus M.luf\/i.i
wird oszlilierend genannt, wenn sie in jedem Intervall [Pw) mit P2E(A) Nullstellen
besitzt,
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Als direkte Folgerung aus Satz H.3 und der obigen Bemerkung erh&it man den zu ei-
nern Vergleichssatz von /KozakiewIc,Th, 17/ Squivalenten

=gtz H.5: Sel Ty A und (1€} mige eine Lisung g, besitzen mit
Oxgnth fur E(T) <1< und Qegplt) fur alle t2T,
Sel f eine Losung von (12}, g elne von (1g] mit
flt: £ gltd fur te (E(N,T]
und T} =gll}.
Dann glit: flthzglt) fur alle t2T.

Als weitere Folgerungen aus Satz 113 erhBli man Charaldterisierungen oszillierender
Elemente aus M xMﬁnM?

Lemma 11.2: Es mdgen positive Elemente feM, und geM! mit den in Satz 1.3 gefor-
derten Eigenschaften existleren. Dann glit: st heM oszillierend, das fur keln Intervall
der Form [T,eo) mit AsT e identisch verschwindet, so nimmt h aufl Jedem solchen
intervall sowohl posltive als auch negative Werte an.

Bew.: Es sel heM, h() #0 fiir AsT st e, und es gebe einen Punkt P> A, so daB
oBdA. RO fir tzE{P). Sei RzP so gewshit, daB h(R}=0. Dann gt nach
Satz 1.3, daf hit) 20 fur alle t 2R, und dies bedeutel wlederum hi(t) =0 fir alle t28,
was im Widerspruch zu WU 20 filr A<T 2 ¢ steht. I3

Folgerung 11.2: Unter den Voraussetzungen von Lemma 112, nimmt jedes nichtver-
schwindende osziilierende Element von M In jedem Intervall der Form [E{T},T1 flr
T>A sowohl positive als auch negative Werte an,

Weitere allgemeingliitige Sdtze findet man in den Kapiteln V. und Vii.. Sle werden dort
angegeben und bewiesen, da dies In den entsprechenden Kapiteln zum besseren Ver-
stdndnis beltrigt.

Wie zu Beglnn des Abschnitts gezeligt, erfillt das Paar (Mﬂi\fif) die Axiome A,, Ao
und A',. Paare von Funktionenklassen, die diese Axiome erfillen, wurden in /MOR-
GENTHAL,1979/ untersucht. Man erhalt daher aus /MORGENTHAL,1979: Sétze 1, 7, 5
B/ unmittelbar die folgenden Sétze 116 bis 1.9,

Satz H.6: Sel f eine Ldsung von (12) und g eine von (1€). f und g selen final positiv.
Dann gilt entweder f=0l(g) oder g =olf).

Hier und im folgenden bedeutet {=0{g) stets (U =0gt)) fir tve. Analog wird
g=olf) verwendet.

Satz H.7: st h eine oszillierende Losung von (=) und g eine final positive Lésung von
{12}, so ist h=0(g}.
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Man nennt zwei final positive Ldsungen von (1=} dguivalent (bzgl. ihres asymptotischen
Vernaltens), wenn = 0O(g) und g=0(f) ist. In der Menge der final positiven Ldsungen
von (1=} ist damit eine Aquivalenzrelation definiert. Die Menge M zerfallt also in Klas-
sen dquivalenter Elemente. I, sei die Menge der Aquivalenzklassen,

Fund G selen zwel Aquivalenzklassen. Sel f¢F und geG. Man schreibt F <G, wenn
f=olg) ist. Man sleht sofort, daB die Definition von der Wahl der Reprisentanten un-
abhiinglg ist und, daB "¢ in My, eine Halbordnung Ist. Der folgende Satz zelgt, daB
"¢ in MR, sogar elne Ordnungsrelation Ist.

Salz 11.8: FUr je zwel Aquivalenzkiassen F und G glit genau eine der Beziehungen
FeG, F=G oder F> G,

Auf Grund der Gliltigkeit von A'y gllt bzgl. der Anzahl der Klassen
satz 11.9: Es glbt hochstens zwel verschiedene Aculvalenzklassen.

Die Frage der Existenz genau zweler Aguivalenzklassen wird im V. Kapitel mitbehan-
delt.
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. Die Gleichung > (1) = o' (1) — Bx(t—y)

Der schon im letzten Kapitel angeflihrie Spezialfall wird im Verlauf der weiteren Un-
tersuchungen noch oft Anwendung finden, Aus diesem Grund soll nun die Gleichung

{0 = e () - By} (.7=)

mit ofoy el und 850, v20 genauer untersucht werden. Es wird daraufl verwiesen,
daB es bzgl. der Untersuchung solcher linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten und konstanter Retardierung eine Relhe von umfangreichen Darstelfungen
(sighe /BELLMANN/, /ELSGOLLC/, /FINNEY/U.a.) gibt.

Wendet man auf (H.7=) den Eulerschen Ansatz an, so erhdlt man die zu 1.1=) gehd~
rige charaktaristische Gleichung

P N s L (1.2}

ist nun A eine Losung der Gleichung (1H1.2), so Ist x{t) =eM eine Lésung der obenste-
henden Differentialgleichung (H1.1=).

Zundchst wird auf die Moglichkelt reeller Wurzeln von (H.2) eingegangen. Werden
zwel Paramenter in (1.2} fixlert, so kann man den Ubrigbleibenden Parameter in Ab-
héngigkeit von A darstellen.

any =gl B u. y korst. (11.2)

BlA) = (wh - D) T2 o u Yy konst {1.4)
s

yimz-’% In (%L) o u. B konst. {111.5}

U die weiteren Betrachtungen zu erleichtern, wird die folgende Variablentransforma-
tlon durchgefiihrt:

e A pr L S '
1 75 =g ¥ 78 v . (111.6)

Um die Schrelbweise nicht unndtig kompliziert zu gestalten, wird im weiteren der
Querstrich iber den neuen Variablen weggelassen. In der Zusammenfassung am Ende
dieses Kapitels muB diese Schreibweise jedoch wieder verwendet werden. Mit Hilfe
der Transformation (115} erhdit man aus (111.2) das neue Quasipolynom:

Did,eB) = Ah-a) + &Y =, (11,73
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Anhand der Skizze:

HeN!
=)
me;d;*
o}
\ FlRI=RE-
A
AN Lo A
- y=0

,r”/

FUA =™V A /

erkernt man, dall es maximal zwei reelle Nullstellen geben kann. Die Schnittpunkte
der Funktionen -e¥™ und A\?-he sind gerade die reellen Nullstellen der Funktion
D{Xx, o, v3.

Analog den Funktionen (H1.3) bis (IIL5) erhélt man aus (1il.6):

2o orh
oflk] :ﬁm%gj;_ v konst. , (1.8
¥ =-Lin (an-22)  konst. (1i.9)

Es werden nun einige Aussagen bewlesen, die im weiteren noch von Bedeutung sein

werdan:

(1): Fur die Existenz reeller Nullstellen von DOx,o,Yy) st die Bedingung:

o€ (oo~ 2 Jul{0,m) notwendig.

Bew.: Angenommen e e (2,01, dann wird das Minimum der Funktion h(Z):=AZ-gh
bel -1 ¢« A=w/2 <0 angenommen, und es gilt ~1<hle/2) =-of /4 ¢ 0. Im Gegensatz
dazu ist die Funktion g{A)=-e™ Y™ flr alle % <0 immer kleiner als -1. Dies Ist
nun der gewlinschie Widerspruch, O

(2): Flr o2 2 existieren immer zwel reelle Nulistellen mit O <\, <x/2< A
Bew.: Flr o« 22 wird das Minimum der Funktion h(A) bel A =a/2 > 0 angenommen
und ist kieiner gleich -1. Die Funktion g{A) ist jedoch fur alle A 20 immer griBer
gleich -1, Hieraus foigt, daf beide Funktionen g und h sich mindestens einmal

schneiden. Die behauptete Ungleichung folgt sofort aus dem Monotonieverhalten
der Funktionen. £1

(3 Gilt e"Y2 274, so besitzt Dih,wy) zwel reelle Nullstellan mit Aps Ay und
0/2 <N,
Bew.: Die Funktion h(A) hat thr Minimum bel «/2 mit h{e/2) =e/4. Gilt nun

gla/2) > e/, so missen sich die Graphen der Funktionen h und g mindestens
zweimal schreiden, [J
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(4): Gibt es fiir gewisse Parameter « und 7> 0 eine zweifache Nullsteile von D, so
muid gelten:

e eing

Ry o™ k@mg}z%-%wf%*%ﬁ . (11.10)
Bew.: Zur Berechnung der zweifachen Nullstelle von D ist das Glelchungssystem:

Doy} = k¥ -wh+e™ ™ = 0,

D'yl =2k ~u-he th=0

zU i8sen.
Durch Eliminierung der Exponentialfunktion erh&it man

Mea(2-a)-2=0

und folglich

- AN
Mg hpleyl =gk Yoz g

Bet positverm v (dies wurde hier vorausgesetzt) mul offenbar das positive Vor-
zelchen der Wurzel gewihlt werden, denn die Funktion h(X} ist streng monoton
fallend fir ~o <A «/2 und streng monoton wachsend fir o/2 < A <. Folglich
kdnnen sich die Funktion h(X\) und die stets streng monoton wachsende Funk-
tiorn gli} nur rechts von «/% berihren. Dies ist mit dem Auftreten einer zwel-
fachen Nullsielle von D Bguivalent. Damit ist die Richtigkeit der Aussage bewie-
sen, L

Wird nun die Funktion ?\162(%”3‘) in Do, y) eingesetzt, erhdll man eine Funktion
Gley) = DO\ Hlegy),ey). Zundchst wird die Existenz einer Funkdtion vala) gezeigt, die
Hir oe {=eo,~23 0 {0, 21 definiert ist und die Identitsy Gloe, vpfed) = O erfullt. Fir
o€l ,~2] ist das Minitmum von h(k ) Kleiner gleich -1 und wird bel «/2 angenom-
men. Offenbar Ist es nun mdglich ein v zu finden, so dafl gle/2,v) 2hla/2,=) gilt, z.B.
erfillt y20 diese Relation immer. Wihit man welterhin v hinreichend groB, so gilt
alh,v) <h(h,ed fur alle A, Auf Grund der Stetigkeit der Funktionen in beiden Kompo-
nenten existiert das folgende Supremum, das das gesuchte y,le) ist.

Yoled =sup {y: 30 mit glh,) 2h(,edl.

Analog sind die Uberlegungen fur oe (0, 21.

Durch Anwendung des Salzes Uber Implizite Funktionen st es méglich das Verhalten
der Funktion v, zu bestimmen. Dazu wird zundchst die partielle Ableitung von G rach
v berechnet.
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G foy) = 2h pleyd Xy layd - ek p (wr)— sTrhele O (g eyl e vk, Loyl
= Ay gzl [ 28, St -y @”‘"‘?'R‘nﬁgm“"ﬁ}w by ploy) @ TRl
= }‘% ?€&’?} @"‘“f&%,’é{m;’i’j

Man bemerke, daB der Ausdruck in der eckigen Klammer Null wird, da A, , eine dop-
pette Mullstelle ist.

Betrachtet man nun C:ST, s erkennt man, daB die Ableitung flr & <-2 echt groBer und
fur Oce<? echt kleiner ale Null ist, D.h. Gle,y) =0 impliziert eine Funktion y,= Yolod)
flir « ¢(-w,~21u(0,2]. Berechnet man nun noch die partielle Ableitung nach o, so
erhalt man:

ﬁﬁi E&e?} = thgiﬁ;ﬁf} k‘?w&m Eﬁ,?} i mh%"&& {&’?} — @”?R‘é,@gﬁs?} T‘Ag ‘Eéms?) - k Euﬁﬁmg’?}}
= Moy e [ 20 o) — -y @ YRV g )
= k\;og%&g‘?},

Hieraus folgt, dafl G, echt positiv fir o<-2 und echt negativ fiir Dcxs? ist. Aus
diesen belden Rechnungen ergibt sich:

¥ im)ﬂ“ﬁm ¢Q  fur oe(~oo,~210((,2],
¢ G‘Y

d.h. v, Ist flr diese o streng monoton fallend.

Das folgende Lemma, welches hier nicht bewlesen werden soll, wird Bedingungen an-
geben, unter deren Gliltigkeit man von der Existenz reeller Wurzeln des Quasipoly-
noms mit gegebenen Parametern auf dle Existenz reeller Wurzein fur andere Parg-
meter schilieBen kann.

Lemma HT
(Gt e, £-2 und Osy,$y, S‘YQ(%): s0 existieren reetle Wurzeln von

- - A
}ﬁmwalu @ N
und es gilt die folgende Relation: X, € Xy =Xy A, <0,
(i) Gt o2 ap O und  y,2y 2 Toley), so existieren reelie Wurzeln von
}g; &!R - gm"ﬂk!,
und es gilt die folgende Relation: O« Xy ;5 hy €Ay, Shy, .

Es sel hier darauf hingewlesen, daB aus der Monotonie von v,

in 0 yole) sy,le,)  und

i () yole) 2 v4le)  folgt.

Zur Veranschaulichung der obigen Behauptung wird die Funktion «(X) in (H.7) skiz-
Zlert. Dabel stellen die Schnittpunkte der Graphen der Funktionen ali) und f(0) =« die
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reellen Nullstellen von D dar.

Die Giiltigkeit der in der Behauptung angegebenen Relation ergibt sich aus den folgen-
den Uberlegungen. Es sei nur der Fall (i) betrachtet, da fir (i} Ubertragbare Uberle~
gungen angewendet werden kdnnen. Wie schon bemerkt, folgt aus der Monotonie von
Y, die Existenz reeller Wurzeln der Gleichungen mit den Indizes 1 und 2. Zunéchst sel
die Gleichung mit dem Indize 1 betrachtet, fir diese gilt )‘1,2“‘3,#0' Da die partielle
Ableitung von olh,v) nach v echt negativ filr alle X ist, liegt die Kurve olh,y,) immer
iUber der Kurve «lh,y,). Da die Funktion ali) konkav ist, kdnnen die Schnitipunikie des
Graphen von (), v,) mit der Waagerechten o nicht zwichen X, | und X, , flegen. Be-
zeichnet man diese Schrittpunite mit X,, so gilt A< AaS Ry <h, <0. Betrachtel man
nun die Waagerechten o und ol,, 50 erhalt man die gesuchte Relation

}\2‘25 }\2‘ < }‘?,gg )\131 < >‘% = l2,1 <0

SN

TN >

/ oy

Zusammenfassung:

Fs wird nun wieder zwischen den transformierten Konstanten X, £, v sowle der Funk-
tion *'?Q der Gleichung (L7} und den Ausgangsparametern A, o, B,y der Gleichung
(1.2} urterschieden.

o Glei
(1) Die Gleichung 't = oo ft) ~ Bty  mit By>0

besitzt fir e/YB» 2 positve Lésungen der Form
x {0 =k, efP Mt (.11
xait) 2((2@{5 Agt .
mit 0« Rp< Ry<eo und T<a/24B Ay .
(2) Positve Losungen derselben Form existieren unter der Voraussetzung

¥4 Yla/YB} auch filr O/ YF=2

und
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(3} Auch fir w/¥F -2 und ¥¥B ¢ 7 {e/¥B) erhdlt man positive Losungen der
Form (1.1, jedoch mit =eo < k< K< O und a/2¢VE <X, <O,
(4} Gilt v B =yl o/ 7B ) und ist @ el ,~230{0.2), so hat die Gleichung (IH1.1=) positve

Lisungen der Forn:
% =kielP Mt
x =k, B Rt
wobei fur "):1 gitt: O <“5\"1 ‘o bel w>0 und

~w < A<O  bei <O
und /2B <%, .
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V. Existenz final positiver Ldsungen

in diesem Abschnitt wird sich der Frage nach der Existenz richt oszillierender Ldsun-~
gen von (1=} zugewandt. Da mit f auch -f eine Ldsung von (1=) ist, kann man 0.B.d.A.
nach der Existenz final positiver L8sungen von (1=) fragen. Es wird im folgenden oft
nur Uber positive Losungen gesprochen. Dies ist zullissig, de man im Falle einer final
nositiven Lésung den Anfangspurkt A nur hinreichend gro8 wiéhlen muB, um zu siner
nositiven Lisung zu kommen. Der folgende Satz st nun elne direkie Folgerung aus
der Gilltigkelt von A’y und dem Satz 1.

Satz V.1 Die Glelchung (1=) besitzt genau dann eine poslitive Losung, wenn (1=} eine
positive Lisung besitzt.

Bew.: Da jede Losung von (I=) auch elne von (ig) ist, genligt es zu zelgen, daB cie
Existenz einer positiven Lésung g von (12) die Existenz einer positiven Lésung u von
{1=) nech sich zieht. Sel also g elne positive Lésung vor (1<), Dann betrachtet man die
Lésung u von (1=, fir die gilt ul=gl) fur E(A)st<A und uw(A)=g'(A). Nach
Satz 1.1 exdstiert dann eln Cs A, so dafl gilt:

Qegld zultd fur alle telAC)

i - [F144 :
Sel k.Mjrg{ @j%% , 80 st Ayl
Es sei Qe¢lA,C) ein Punkt, in dem das Maximum angenommen wird. Dann gilt:

Q> A ueM, AgeM',  gengty  fur E(Q) stsG,
0 ¢ hglt) fir Qst,
ul{t) < Aglt) fur E(Q)<t£Q und
ulQ) = agl() .
Vermittels Ay erhdlt man  uld 2hgld 20t} >0 fUr alle t2Q. I

Fs genigt also In konkreten Fillen die Existenz positiver Losungen von (1) durch die
Untersuchung der Existenz positiver Losungen von (18) nachzuweisen. Da die Lo~
sungsmenge von (1<) groBer ist, als diejenige von (1=), ist dies hauflg einfacher, als
der direkte Nachwels der Existenz positiver Losungen von (1=).

Der Satz 1.9 besagte, daB es hichstens zwel verschledene Aquivalenzklassen von L&~
sungen von (1=) geben kann. Im folgenden Satz kann man nun sogar zeigen, daf es
unter den Voraussetzungen des Satzes IV.1 zwel Losungen gibt, die asymptotisch un-
terschiedliches Verhalten haben.

Satz IV.2: Hat (1€} positive Losungen g, so hat (=) zwel positive Losungen f, und f,,
die nicht dguivalent sind.
Bew.: Sel g elne positive Lésung von (1), u, und u, selen L&sungen von (1=), die be-
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gtimmt sind durch:
u {8 = uylt) =glt) fur E(A) st A,
u'{A) =g {A)
Lind U A =gl +e mit £ O beliebly fest.
Nutzt man nun Satz IV.1 und die Gilftigkeit von A'y, so gilt filr die Ldsungen u; und uy:
Ocgli<uftl und Geglisu,dd fUr alie tz A

Da man A‘3 auch auf u, und Uy, anwenden kann, erhilt man

uy{t) £ upltd, %9;% st monoton nicht fallend und %%% 21 flr alle tz A,

Gilt
1 bm L =@ , 50 setzt man f=u, und f,=u

FOMTH ' § 4 2 3
2) lim ueit) =¢¢w , 50 definlert man eine neue Funktion

PATA () '

with=cu,(U - u, (0,

die wieder eine positive Losung von (1=) ist und fur die gilt:

In S el =0

Nun setzt man fe=u und fa=v.
Damit izt der Satz vollsténdlg bewiesen. [

Es ergibt sich nun die Frage nach der Monotonie der Lbsungen f, und f,. Man nennt f
final monoton fallernd (wachsend), wenn ein P existiert, so daB f auf [P,ee} monoton
fally (wichst).

Kommt man zundchst zu dem Fall, daB die Unglelchung (1<) positive und monoton nicht
fallende Ldsungen besitzt, so ist es einfach zu zeigen, daB (1=) auch eine monoton
nicht fallende Losung besitzt. Man kann Jedoch nicht sofort folgern, deB es zwel Klas-~
sen positiver monoton nicht fallender Ldsungen gibt, da im Fall 2) des Beweises von
Satz V.2 nicht ohne weiteres Monotonieaussagen der Lodsung v gelroffen werden
kénnen. Fordert man von der posltiven Losung vor: (1) zusatzlich, daB dlese echt mo-
noton und unbeschrankt wichst, so erhdlt man sogar die Existenz zweler asymplo—
tisch nicht dquivalenter monoton wachsender positiver Losungen von (1=,

Bevor diese beiden Sitze formuliert werden, selen vorbereitende Lemmata angegsben.

Lemma V.1 Selen ult) und g{t) zwel stetige positive und differenzierbare Funktio-

nen mit g'(t) 20, deren Quotient —%%))- monoton nicht fallend ist. Dann gilt:

ult-elg () < ylglt-el  fur alle t und afle e20.
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Bew.: Diese Ungleichung folgt sofort aus der Ungleichung

Wendet man dlese Figenschaft auf die im Bewels des Saizes V.2 konstrulerte Funk-
tion uy baw. u, und auf die positive nicht fallende Lésung g von (i} an, so erhilt man
den

Satz 1V.3: Besitzt die Glelchung (1<) positive und monoton nicht fallende Ldsungen, so
besitzt die Gleichung {1=) auch mindestens eine positive monoton nicht Tallende Losung.
Bew.: Durch Anwendung des Lemma V.1 erhilt man fiir die Funktionen u aus dem
Hewels vort Satz V.2 die Ungleichungen:

u(Uglt 2 u fUglt,
und hieraus folgt UM 2@’&}%&@%) =0, was zu zeigen war. [

Betrachtet man noch einmal den Beweis des Satzes V.2, so erkennt man: Nur bel
der Giitigkeit des Falls 1) kann man auf die Existenz zweler nicht dquivalenter monc-
ton nicht fallender Lésungen von (1=} schiiefen. Um die Nichtregativitdt von vi(t) im

Falt 2) zu sichern, muB elne Aussage iber das Verhalten des Quotienten —S—rg(%%
1
gemacht werden. Dies leisten die folgenden zwel Lemmala.
Lemma V.2 Uy und u, selen wie in Bewels von Satz V.2 konstrulert, und es sel
u‘j(t} 5 0. Dann ist der Quotient ﬁﬁg{%}- monoton nicht fallend.
1
Baw.: Differenziert man den zu betrachtenden Quotienten, so erhiil man

(u'ai(gg o _Wau ) — ualtu"y(
u u‘.é(ﬁz
Nutzt man, daB die u,, I=1,2, posltive LBsungen von {i=) sind, so0 erhdlt man
w8 - w (e i = althu’y(0u) (0 -u () § uylt-sldrit,s)
- altiu 000 ~u (O] vy t-sldrtt.s)

= Fu(0ut-s) - Wuylt-sldrts) = 0.

Hieraus folgt sofort die Behauptung. £

Fs ergibt sich nun die Frage nach dem Grenzwert des Quotlenten -3-3(’%1“ fr t-es, falls
|

der Quotient %EE% efnen endlichen Cirenz;wert besitzt.
k)
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Lemma 1V.3: u, und u, seien wie in Bewels von Satz IV.2 konstrulert, und es gelte:

uft}

u,'(t) 30 fur alle t,éirg;utﬁt)=m und t%irg R Bl

; e Uolt) o
Dann gilt sogar tipgi E%—,E)— .

Bew.: Da %fj% nicht fallend ist, so ist gﬁuaiﬂmm.

; u'a(t) A - n -
Nitmmt man nunéﬁg’nﬁﬁa—$ ¢ an, so folgt unter Verwendung der {'Hospitalschen Re

gel
udt)
i ,
L8 e

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. [l

Unter diesen Voraussetzungen karwi man run die Ableltung der Funktion v(i) berech-
nen und erhilt, daB v(t) monoton wachsend ist. Man formullert nun den

Satz IV.4: Besitzt die Gleichung (1) positive und monoton unbeschréinkt wachsende
Lésungen, so besitzt die Gleichung (1=) auch zwel positive und monoton wachsende
Losungen.

im folgenden wird der Fall rmonoton nicht wachsender positiver Losungen von {1<) be-
trachtet. Auch hier ist es relativ einfach zu zeigen, daB dann auch die Funktionen der
asymptotisch kleineren Losungsklasse von (15) monoton nicht wachsend sind.

Lemma tV.4: Ist g(t) elne positive Losung von (1s) und existiert ein T A mit E(T) z A,
so daB ¢'(T) <0, so gilt fiir alle t>7T: g'it) <O,
Bew.: Aus der Positivitiit von g und aus (1<) folgt

g"{t} <altg'(t) und
g <g'm Jaiﬂd’f <0 firalet=T. O

Satz IV.5: ist g{t) elne positive nicht wachsende L¥sung von (1) mit ELm o{t) =0 und

foe Fy ¢F flnal positve Losung von (1=), so Ist f, monoton fallend.

Bew.: Es wird zundchst gezeligt, daB es in allen Intervallen der Form [T,e) Punkie Q
gbt, so daB f',(Q)} <O, Dazu nimmt man an, es existiere ein Punkt R hinreichend grof3,
so daB f,(t)20 fir alle tzR. Nach einem Vergleichssatz /MORGENTHAL1979:
Satz 11/, der noch in einem spiteren Kapite! formuliert wird, existiert eine Zahl m> 0,
so daB gilt:

mi (gl fir alle t2Q .

Es Ist nun moglich, die linke Seite dieser Ungleichung durch eine Konstante groBer
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Null abzuschitzen:
m 0 =mtf 8 [ £yt 2m 0

d.h. die Funktion mf, korvergiert flir t»e nicht gegen Null. Dies steht jedoch im Wi-
derspruch zur Konvergenz von g¢. Man erhdlt, daB es in allen Intervallen der Form
T,e) Punkte Q gibt, so daB  (Q) 0. Aus dem Lemma V.4 foigt die Behauptung. LI

Satz V.6: Sel g eine Losung von (18) und f eine Ldsung von (12), die posltiv und mo-
noton nicht wachsend sind. Weiterhin moégen sich f und g echt monoton durchdringen
fur alle 12 A, Dann existieren zwei positive und monoton nicht wachsende Ldsungen f|
und f, von (1=}, die nicht dquivalent sind.

Bew.: O.B.d.A. gelte Fll2 <glt) flr telE(A)LAL

fial = glAl,

1A » g'lA,
Ansonsten wihit man einen Anfangspunkt gréBer als A und/oder man nimmt Vielfache
von | bhzw. g.

18)] u, sel wie in Satz V.2 konstrutert. Dann erfilllen die Funktionen f und u, die Vor-
atissetzungen von ’5“'3’ und man erhilt,

% ist rnonoton nicht fallend fir tz A, dh. 0 ﬁ(Zﬁt()t))':f'(t)ug(tzf&)fz(t)u1(t) ,

woraus il {8} s F{duld folgt. Auf Grund der Positivitdt der Funktionen  und
erndlt man u,{tJ£0 , d.h. u, ist moncton nicht wachsend.
(2) u, sel die Ldsung von (1=) die bestimmt st durch

ua(ﬂ =gltd fur alle telE(A),Al
und woldl=g(A) s ,

wobel g> 0 so gewdhlt ist, daB (A} » ', {A)> g'(A).
Analog wie In (1) folgt: 1, Ist positlv und monoton nicht wachsend.

Gilt der
Fall i) g:g % =@ , 50 setzt man f;=u, und =0,
i
2} gim %?% =¢da , 50 gilt Oﬁ(%)lsund hieraus folgt ufth’ (U su' fOuft
(=) i
undd uylt) £e.
NG .

Es wird nun elne neue Funktion definfert vitl=cuft) -u {20
Differenziert man v, so erhilt man
vty = w0 - uyt0) < 28 -0 < 0.
Somit Ist v monoton nicht wachsend, und man erhdlt die gesuchten Funktio-
ren durch fi.:m U und fazmv.
Damit ist der Satz vollsténdig bewiesen. [
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Im weiteren werden nun konkrete Bedingungen flr die Existenz final positiver Losun-
ger von {1=) angegeben. Die Funktion MU sel wie folgt definiert MU= ritoft)). Auf
Grund der Forderungen an den Kern rit,s}, die in der Einleitung formuliert sind, st die
Funktion M1 in allen Punkten t> A stetig und In A rechtsseltlg stetig.

U eine Verainfachung der Schrelbweise zu erreichen, wird die Gleichung (17) und die
zugehtrigen Ungleichungen mit Hilfe

ult):= e”v} altlde g wltsh=ritsiulo R
it)
in (ulth'teh) = ?gx t-sldyitsl (Iv.2=}
transformiert.
&
Satz V.7 i a;i}%g.jf Mis) uls) de dr < 1, (1v.3)

s0 besitzt (IV.2<) elne positive nicht wachsende Ldsung.
&
Bew.: Setzt man gl8)=1- ga%)igtﬁls) ulsl deder, so gt nach Voraussetlzung
0<glt) <1 und eine kurze Rechnung zeigt, daB g(t} sogar eine Ldsung von {IV.25) ist:
g =y} T Mteluterds <0
UDGAY = ~MBUE € ~MEuDgh-5) = jgctms)dm & O

Folgerung IV.1: Gilt die Relation (IV.3), so besitzt die Gleichung (1=} final positive Lo~
sungen.

Bemerkung 1V.1: Im Fall alt) =0 folgt die Existenz einer final positiver nicht wachsen-

den Lésung von (1=} aus
ff bislulsidsdr < 1.
S A

Bemerkung 1V.2: Zur Vorbereitung auf den néchsten Satz sei darauf hingewiesen, dafl
jede positive Losung x(1) von (IV.2=) der Ungleichung
t

, 1
x(t} £ (A} + X (A) gmm
gentlgt. Man erhait diese Ungleichung durch integration der Ungleichung
¥
fulthsidl = mgx(t—s}d’q(‘t,s} £0.

AbschlieBend sel Satz!V.7 angegeben, der eine direkte Folgerung aus dem eben er-
wahnten ist.

Satz IV.B: Ist gagjérét = o, und hat (1=) elne positive Losung (8}, so gilt: ') 26



Satz 1V.8: Existiert ein ¢ 0, so da
}“‘E T de) dijle,shde €1 (V.4
ol &) O, BIGE . .
ad iu%@i

. T =
wobei fiir Tr <A c+£md$w1 gelten soll,

so besitzt (IV.2=) positive Lésungen mit x{t} 20.
Bew.: Sel )=t fiir telE(A)AT
oelexia, (IV.5)

und x{t) sel Lésung von (IV.2=) filr alle tZ A
Auf Grund der Stetigkeit von x(t) st x(1)> 0 fUr ein gewlsses Intervall [ABl mit A<B.
Fir alle te[4,8]1 gitt unter Ausnutzung von (1V.4) und {IV.5):

t o o
0 = xtA) - [ [ix(a) +x1A) [y deddlaridn <
o
8 % ao (v.6)
£ (A "fjxﬁrw) daleridr = X .
&0

Man erhilt also x{0 =1 und x' (1) 20 fir alle te{AB]l. Wie man an der Ungleichung
(IV.6) sieht, ist ihre Glltigkelt gesichert, wenn x(1) 20 flr afle t2A git. Da x(B) 21
ist, kann man wiederum auf Grund der Stetigkeit ein weiteres intervall [B,C3 finden,
auf dem die Funktion x nicht negativ ist. Man sieht, daf auch auf diesem die Ableitung
von x(t) nicht negativ ist. Durch mehrmalige Wiederholung dieses Schiusses erhélt
man die echte Positivitdt der Lbsung x(t) und die Gliltigkeit der Ungleichung (1V.6) fur
ale tz A 8

Bemerkung 1V.3: Aus diesem Satz folgt sofort die Existenz positiver nicht fallender
Ldsungen von (1=) fiir M(t)= 0. In diesem Fall ist (=) eine gewthntiche Differentialglei-

chung.

Es selen nun weltere hinreichende Bedingungen fur die Existenz final positiver Lésure
gen von (1=) angegeben.

Satz IV.10: Existiert eine auf [E(A),e) definierte, Integrierbare und auf (A} stetig
differenzierbare Funktion ¢, dle der Ungleichung

)}
$(0 + 420 <alt) $10 —?texp{:}t&(ﬂd*z}drit,s) fur alle tz A (V.7)
)

genlgt, so besitzt (1=} final positive Lésungen.
Bew.: Die Funktion

gltid= mp[i Ppledded , it E(A) <1,
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Lemms V.5 Besitzt die Gleichung
$ =R - Mgl - 8y
final nicht fallende positive Lésungen, so sind diese auch Lisungen vor (1<),
Bew.: Aus den finalen Flgenschaften folgt die Existenz eines Tz A, so dall die Ldsung
%(t) monoton nicht {80t und positiv ist, folglich gilt die Ungleichung
X =1 - Mgl -8 < ik ~Jelt-a)drit.e)
flir hinreichend grofie t. I

Lemma V.6 Besitzt die Gleichung
¥ =L - Myt - 4, )

final nicht wachsende positive Losungen, so sind diese auch Lésungen von {(1s).

Lerng V.7 Besitzt die Gleichung
)Y = lE) ~ gy i~ )

final nicht wachsende posltive Ldsungen, so sind diese auch Ldsungen von (1),

Lemma V.8 : Besitzt die Gleichung
x =l ) -t -~ Ag)

final nicht fellende positive L8sungen, so sind diese auch L8sungen von (1),

Man erhdit aus den Lemmata V.5 und IV.6 aus der Existenz positiver Lésungen sol~
cher Gleichungen mit konstanten Koeffizientern und konstanter Retardierung die Exi-
stenz von final positiven L&sungen von (1=). Wie schon im Kapitel Ill gezeigl, reduziert
sich dieses Problem auf die Untersuchung zugehodriger charakteristischer Gleichungen.
Es ist nun noch zu untersuchen, unter welchen Bedingungen man auf die Existenz
nicht &quivalenter Losungen von {1=) schileBen kann, So geniigt es, afs direkte Folge-
rung aus Satz V.5, im Lemma [V.5 vorauszusetzen, daf die Losung echt monoton
und unbeschrinkt wachsend Ist.

Satz IV.12: Sei [<alt) <L sowie M, >0, My4 <. Dann besitzt die Gleichung (1=)
mindestens zwei nicht dquivaiente final positive und nicht fellende Losungen, falls

i
byl
bZw.

! ‘ e ]
@«cmsz und m&oé‘fﬂm@)

giit.
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E-‘s ist moglich, in den betrachteten Fallen von der Existenz positiver Losurigen der
Gleichung {1=) auf die reelle Losharkeit der charakteristischen Gleichungen zu schile-
Ben. Dies soll der Inhalt der folgenden beiden S&tze sein.

Satz 1V.14: Set AM, <o, f<alt) und | <O, Besitzt (1=) final positive und monoton fal-
lende Losungen, so hat

A%k —m e (Iv.10)

eine Losung A <O,

Bew.: lst my=0, so ist A =0 und A=l einzige Ldsung von (IV.0). Es wird daher
m,» O vorausgesetzt. Es muB gezeigt werden, daB (IV.10} eine negative Losung be-
sitzt. Nimmt man das Gegentell an, so kommt man in folgender Weise zum Wider-
spruch.

a) g sel eine final positive und moncton fallende Lésung von (1=), d.h. es gibt ein
Ty E(A), so daB flir alle t 2E(T) gitt:

O gl und gl e0.
Hieraus und aus (i=) erhilt man
g (¢ ig') - myglt-8,) fr alle t2T. {IV.122)

glt) Ist also elne final positive und monoton fallende Losung der Differentialungleichung
(IV,12<), die zu der speziellen Differentialgleichung

g (0 =g - myglt-8,) fur alle t=T (Iv.12=)

gehort.

Durch Anwendung des Satzes IV.5 erhilt man die Existenz einer monoton nicht wach-
senden Losung von (1V.12=).

b) Es wurde angencmmen, daB

AE=ih - m e R

keine negativen Losungen besitzt. So ist also A entweder positlv oder komplex.

lst A positive Lésung von (IV.10), so besitzt - nach den Ausfuhrungen im Kapitel tH -
die Gleichung (1V.12=) zwel Klassen positiver monoton wachsender { ssungen, Da in a)
gezeigt wurde, daB (IV.12=) eine final positive nicht wachsende Lésung beslizt, hat die
Gleichung (IV.12=) drei asymptotisch nicht &quivalente Losungen, was im Widerepruch
2u Satz 119 steht. Alse hat (IV.12=) zwei Klassen positiver nicht wachsender Losun-
gen.

Sel hun A komplex und :,L]eU.l und ugeUE. wobel die ug<u1 die Losungsklassen sind. -
Ist ) eine Losung von (IV.10), so gilt

eht=olu, (1),

Da x komplex Ist, sind Refe™®) und imle™ oszillierende Losungen von (1V.12=), und
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Satz 117 liefert Refe™y =Ofu{t}) und Imle*®) =0lu,it). Also git e*® = Oluylth).
Wegen uy(t =olu () erhdlt man oben genannte Relation.
ot Sei eine Losung 1% von (IV.10) gewidhit, und es sel ?a’:mﬁe{%ﬁ}, Dann gt nach b

die Baziehung
e¥ t=olu, )}
und somit {Iv.13}
o¥ t=olu ft)}.

Andererseits glit (vgl. /HALE/}:

(VIO hat in RelA)=4® nur endlich viele Nullstellen. Bezeichnet man diese mit
)&ﬁk*}, has - 5 Ry und ihre Vielfachheiten mit my, .. , My, 80 kann man jede Losung f
von (1V.12=) darstellen als

fitd =gt + ..+ @ (0 +r(D.

Dabel gitt o) =P et =1, . Kk ,
wobei die P{t) Polynome vom Grad kleiner gleich m,~1 sind und rit) =ole? ¥ ist.
Speziell 8Bt sich u, in der cbigen Form darstellen:

u (= @, + ..+ g, [0 +rd. {IV.14)

Da Relt®e™Y und Im{t#e™® fir i=1,. .k und u=0,..,[m-0 oszillerende Lisungen
von (V. 12=) sind, erbalt man wie In bl

et =olu )  fur i=1.. kund u=0,.. . (m-1.

Also glt auch @) =olultl} fur i=1,. . k.
Dividiert man (V.14}) durch ui(t) vngd HERT oo, so erhilt man

el
o=t

Hieraus und aus der Abschitzung von r{t folgt
uth= ole™™,
was im Widerspruch zu (IV.13) steht. Damit ist der Satz bewlesen. [l

Einen analoger Satz erhalt man bel der Existenz monoton wachsender Losungen, der
hier aber nicht bewiesen werden soll, da der Bewels anslog gefihrt werden kann.

Satz IV.15: Ist L3 0 und besitzt die Gleichung (1=) final positive und monoton wach-
gende L8sungen, so hat

wE=p k- mﬂe"’%’L

eine Losung > 0.
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(2) () mige zwel Klassen F, «F, final positiver und monoton wachsender Losungen
besitzen. Ist Ly O |, damn hat

A2 =LA e o (V.4)

die positiven Lésungen h, und A, mit Aglbymg, A0 5k (Limy, By}, Flr jede LOsung
felF,¢ F1 von (1=} existieren Zahlen ki, k590, 80 daB fiir alle hinrelchend grofien t gitt:

Ry, (5L, 1y, By ) SEW Sl (L, mg, Ag) . (V.5)

HBew.:
() Da (1=} zwel Klassen final positive und monoton fellende Losungen besitzt und

<0, hat (V.3) nach Satz IV.14 eine Ldsung A <0, Also hat (V.3) die Lésungen A,
und h, mit Aol mg, %Q:ﬁéki{igmg, gt <O Die spezielle Differentialgleichung

s kY e e E0 - m@xiim%} {v.6=)

hat daher zwel Klassen final positive und monoton fallende Losungen, die durch
Myl my, 850 und %y (E 1y, B, ) représentiert werden. Da f final positiv und mo-
noton fallend ist, existiert ein T2 A, so daB f Lésung von (V.6<) fir t=T ist. Die Be-
hauptung folgt nun direkt aus Satz V.1

(2y wird hier nicht ausgeflihrt, da der Beweis analog erfolgt. i

Weiterhin werden noch zwei aligemelingilitige Sétze flir Funktionensysteme mit der Ei-
genschaft A'; angegeben. Dabei (st der Satz V.3 eine Folgerung aus den Sétzen
/MORGENTHAL 1879 Th. 4,5/ und der Satz V.4 eine direkte Folgerung aus V.3.

Satz V.3: M mbge zwel Kiassen final positiver Funktionen F,<F, besitzen. Sei f, eF.,
i=1,2. Weiter sei f final positive Funktion von M, und g von M'. Dann gilt:

1. Ertweder ist %ﬁﬂ@éf) oder fﬂ@(fzj,
2. Es gilt f,=0{g) und g=00f).

Satz V.4: M mége zwel Klassen final poslitiver Funktionen F, <F, besitzen. Sel f ¢F,
1=1,2. Weiterhin mdgen Funktionen @ und &, i=1,2 sxistieren, die Elemente aus vy
bzw. M, sind und den folgenden Bedingungen geniigert:

$,=0 (gl , @m0 , @im(}{egji}‘

Dann gilt:
@, =0(f) und F=0(g) sowie (V.7)
$a=0f) und  f=0(gg). (v.8)
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Bow.: Satz V.372. liefert sofort
@ﬁ@(fﬁi Lind ifgﬁ@(q)z) ) V.9

Nach Satz V.3/1. gilt nun entweder §,=C (@) oder §,=01f). Whre $,=0(f), so
wire wegen @,=0{f) auch @, =olfyl, was im Widerspruch zu (V.9) steht. Also gilt
f,=0(g). Fir ¢, liefert der Satz V.3/1 wieder, entweder st fy=0(d,) oder
$, =0 (f,). Ware f,=0 (), so wire wegen $y=0le) auch fi=oled im Widsr-
spruch zu (V.9). Also gilt g,=0{f,). O

Welterhin ist es sogar fiir allgemeine Funktionensysteme mit A’y moglich, die Relatio-
nen (V.7} zu verschirfen. ln Vorbereitung des nichsten Satzes sei das folgende Lem-
fha bewleser,

Lemma V.1 f sel ein final positives Element aus M, zu dem ein final positives Element
u aus M! existieren moge mit u=o(f). st dann g ein final positives Element aus M¥,
so konverglert der Quotient %%L fur tve gegen einen endlichen Grenzwert.

Bew.: Man wihit ein T,z A, so daB f{U), gl und uly) fiir t2E(T) positiv sind. Welter
wihit man eln o> G, so daf

fldcault fur aile telE(T)T] ist.

Nun existiert ein T, T; mit f(Tgi b rxu(TE), da anderenfalls f=0lu} whre, im Widar-
spruch zur Voraussetzung. Man wihit nun noch ein B> 0, so daB gilt:

RPN olT) + Balt,l
Offenbar gilt  flt) < oult) + Bl fiir alle te [E(T3,TJ
st dann  Te= nf{ts T,: flU> eult) +BgW }
so gitt T, <T, und ) £ el + Bgltd flir alle telE(T,),T,],
fTg) = oulT,) + B alTyl.

Nach A'g st der Quotient

o fir alle t2T, monoton wachsend,
of) + Bglt)

Daher kohverglert W&;; U fir oo gegen einen endlichen Grenzwert.

Wegen u=olf) folgt hieraus die Behauptung. LI

£s folgt nun elne konkrete Anwendung dieser Stze.



Satz V.5: Sei Fgay <L, Myd, <o
{1) Besitzt die Gleichung

AZ=LA-MgeB0R
negative reelle Wurzeln, so gilt: {1=} hat zwel Kiassen und
Xl 131, i, Eg) = O {F5) und f,=2000l5L, My, 81} sowle (V.10.13
k(6L Mg, A =0 (£) und =00, (tilmg. 50 V.10
{2} Besitzt die Gleichung
AB=ih - M e B0t
positive reelle Losungen und giit g By = Mg 85,
so gilt: (1=) hat zwei Losungskiassen und
% 4L, my, Agd =0 () und fo= 0 Uxyl il Mg, Bl sowle (V.10.23
3, t;l,%\ﬁg,%) =016} und fﬁi‘)ﬁxg (& L,m@,&@n. V11,2

Bew.: Die Existenz von zwel Kiassen final positiver Losungen von (1=} folgt aus den
Satzen V.12 und V.13, .

() Unter Verwendung der Behauptungen aus Kapitel [l und unter Hinzunshime der im
Beweis von Satz V.12 erhaltenen Ungleichungen kommt man zZur Gliltigkeit von

J%gxzti,m@.a@) 2 2 L, Mg, Bgd £ kg (L, Mg, Bg) < f%hgii,ma.ﬁo) < g {1, mg, 8g) < 0.
- AYR R
Setzt man

LG ESS P g i,

@, (0= x it L, Mg, B¢l

@1(?;}:‘#—” %t | mg, LI R
so erhdlt man mit Satz V .4 bis auf x,{tlmg, 8o =G (fy) alle Aussagen.
Die nun noch fehlende Aussage st jedoch schon mit Satz V.2 gesichert.

(2) Unter Hinzunahme der zusatziichen Forderung "Jmo&ok-:ﬁ; &g erhall man wieder-
urm:

Cchfl,mg b= {%& RéL,ma,A@ﬁkéi,MwS‘)} <, (1, My, 8 51}%;: }“I“"mﬂv%)'
Setzt man (V2.2

Polth = x5 {t; L, g, LINR

epz{t) P xztt; L M, 8ot
e,lth= %, (L1, My, Byl
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5o erhdit man erneut mit Satz V.4 bis auf f,=0(x, (t;L.my, A5 alle Aussagen.
Die fehlende Aussage sichert Satz V.2 . £

Mit Lemma V.1 soll die Relation (V.H.) verschirft werden,

Stz V.6: Unter den Voraussetzungen des Satzes V.5 existieren endliche Grenzwerte:

f‘i{t} xﬁ{t;LiM’lnéﬂ}
W e im g v T

filt) m(t;E,M@_,,@“)
@ Jfm % (L mg, &) und - Jim f,{t "

wobel fye F? > ng sein soll,

Bew.: Der Beweis wird wieder nur fUr (1) geflhrt, da {2) analog ibertragen werden
kann. Wendet man nun Lemma V.1 an mit flt) = xiﬁt;i,maiso}g g=f, und u=fyef,,
so erhill man die Existenz des ersten Gremzwerles, u=olf) st erfllit, da fo=olf)
und nach Satz V.5 = O0x, (41, my, 8,1} gilt.

Die Lxistenz des zweiten Grenzwertes erhélt man mit Lemma V.1 und f=f.
g=x (4L, My, Ay und u=f,. L

Man kann annehmen, dafl elne analoge Abschiitzung des Grenzwertes auch fiir (V.10
miglich Ist. Hier ist es jedoch nur miglich gewesen eine solche Aussage fir (V.10.1)
Zu beweisen.

emma V.20 Sel g final positiv und monoton fallende Lsung von (1<} mit

Dann gilt:
{1} Ist h eine oszilllerende Lésung von (12}, so ist h*=max{h,0}=0lg).
{2} lst f eine final positive Lésung von (12) mit f= Olg), so konvergiert der Quotient

% flir t»c gegen einen endlichen Grenzwert.

Bew.: (1) Wegen (V.13) kann man elne Stelie S> A und elne Zahl 1>k >0 wihien, so

daB O«gltd fir t2E(S), gl <O fur t=S und (4}
a&a‘r)k)@ (V.14)

flr alle 125 gik.

Sel nun o> O so gewdhit, daB h{t) caglt) flr te(E(S),S] ist. Diese Unglelchung bleibt
fir alle t2S bestehen. Wire dies nicht der Fall, so gébe es eine kleinste Stelle 7,5 S
mit (T ) =ug(T). Fir diese Stelle wire dann auBerdem h(t) saglt) flr tefE(T), T
und nach A’ wilrde h(t) zeg(t) > O filr alle t=T, folgen. Dies steht jedoch im Wider-
spruch zur Oszilliertheit von h. Also gilt tatsichlich

ht) ceglt) fur alle t2E(S).
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Da h oszilliert, kann man ein R so wihlen, daf ER) 2% und W(R) 20 ist., Man be-
trachtet die Ldsung gy=ug-h von (12). Da g, auf [E(S),m) positiv ist und g(R) <O,
folgt aus Bemerkung 1V.2, daBl g, monoton fallend fir t 2R ist. Man wihit nun ein S,
so dafl BE(S,) 2R und hi(S) =0 ist. Man kann nun zeigen, daB dann

idcea(i-kiglt flr alle t=E(S)) gilt. tv.15)
Auf Grund des Monotonleverhaltens von g, gt fir alle te{E(S}, S die Unglelchung
g{th 2g,(S)
und wegen hiS ) =0
aglt) ~ hith 2 aglS).
Damit gt auf [E(S). S h(t) = a (gl ~g(S)) = a (1~} g,
Auf Grund der Monotonie von g und (V.14) folgt

hit m(‘im?gj%%%%)g(t} ¢ @ l1-k) get).

Damit ist (V.15) fir alle 1<[E(S,), 5] als richtig erkannt. Analog der obigen Aussage
folgt, daB (V.15) flr alle 25, bestehen bleibt. Durch wiederholte Anwendung der be-

nutzten SchiuBweise erhilt man:
Zu jeder natlirlichen Zaht 1 existlert ein S, so dafl

YU cali-ligll  fir alle t2E(S) glit.

Damit ist die ersie Behauptung bewiesen.
(2} Wegen {=0{g) gilt
£l e i

g = < = ,
osc =t - <Fffh - oo
Wire ¢« C, s0 wire
h= f”%gg eine oszilierende Losung vor (12),
aeoa = B L e flE) etC _ el
flir die ﬁfz ggt} = gig&j 3 = 5 » O gllt,

was Im Widerspruch zur Behauptung (1) steht. Also muB ¢=C sein. Damit Ist auch die
Behauptung (2) bewiesen. 0l

Lemma V.3: Es mdgen final positive und monoton fallende Ldsungen f von (12} und u
von (1<) existieren mit f=oluw} und es gelte

ft)
ﬁﬂg@ém y O, {V.16)

Dann gilt {V.14) fiir jede final positive und monoton fallende Ldsung von (1s).

Bew.: Man wihit ein T, mit E(E(T)) 2A, so daB8 f, g, u auf [E(E(T)), ) positiv und

monoton fallend sind. Sel nun eine beliebige Stelle T, 27T, gewshit und



¥ e {%% : EE{T ) <t <E(T,) }

Dann ist O £yglt fur alle ¢ mit EETtsET), una es existiert eln
Pe (E(E(T,)N,E(T,)] mit #(P)=ygiP).
Es wird nun gezeigt, daB fir alle t2E(T,) gelten muBl: ) < ygith
Angenommen, es existiert ein T, >E{T,) mit T > yglTy), so kann man ein B0
wihlen, so dalBl git

fiTgd » yg(Ty) + Bull gk
AuBerdem gilt auf Grund der Wahi von v fldcygld+Bull) fir afle t mit
EE(T)) s t<E(T,). Ist daher

T =inf{ > E(T,) : Fit) > yolt) + Bult) },
so Ist E(T,) < T, und
fdsygl » Bult  flr alle e TR(TH. T L
T =vglT,) +Bully.

Nach A, folgt flt}z yglO +Bultd» Bult) fur alle t2T, im Widerspruch zur Vor=
aussetzung = oful,
Also giit filr alle t 2 E(T,)  fl = yoplD). V.17

Aus (V.16) und (V.17) folgt nun

PO WO =1 fur alle 12E(Ty).

Bei spezieller Wahl t=7, erhilt man

i 2 L) v

Wegen E(E{T,)) <P<E(T,) und der Monotonie vori g und f st gP) 2 glE(T,) und
fiPY < fE(E(T,))). Daher folgt aus (V.18)

2, f0 . fg)  fEC)
EmE = FENY FEETN

Da diese Ungleichung filr jede Stefle T,2 T, gilt, folgt unter Ausnutzung von (V.16) die
Behauptung. 3

Fs sollen nun diese beiden Lemmata auf die Relation (V.10.1) angewendet werden.
Lemma V.4: Ist 45 <o, X <0, s0 glit fr die Funktionen et die Relation

i ght o

Dies folgt direkt aus der Unglelchung
eht e}st

= p-ibo
TRETD ¥ SRTETEpI T @ » 0.
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Satz V.7: Unter den Voraussetzungen des Satzes V.5 und der Einschrankung auf den
Falt 1), d.h. der Existenz negativer reeller Wurzeln von

M=l ~MyemhoR

existieren endliche Grenzwerie
‘&iirg; XEitjiif iﬁﬁg é@) und ﬁgj&r& .. .}:'.}L

wobei fyeF, <Fy.
Bew.: Betrachtet man den Fall einer Gleichung mit konstanten Koeffizienten und kon-
stanter Retardierung, so ist die Behauptung offenbar richtlg. Dies ergibt sich aus der
i /HALE/ bewiesenen Moglichkelt der Darstellung Jeder Losung von (=1 als eine ge~
wisse Summe von Exponentialfunktionen der charakteristischen Wurzeln (siehe Bew.
von Satz 1V.13).
SehlieBt man den ebend betrachieten Fall aus ,s0 kann man wie folgt schiteBen.
Setzt man  fe= gl My, B

w3t L, Mg, Ag)
und nutzt die Relation (V.12.1), so erfillen diese Funktionen die Voraussetzungen des
Lemma V.3, Man erhilt weiterhin die Giiltigkeit von (V.16) fur %ot L, MO,AO) und fg(t),
Wendet man nun Lemma V.2/(2) zum elnen auf das Paar f=f, und g=xplt L, My, Ayl
und zum anderen auf das Paar = x,{t; 1, mg, &4 und g=f, an, so erhilt man die Exi-
stenz der Grenzwerte. L
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Vi. Bedirg umgen fir das Auftreten aus-—
schiiel3l oszillierender LOsungen

in diesem Kapltel soll versucht werden, notwendige Bedingungen fr das Auftreten
ausschlieBlich oeziflierender Lisungen von (1=) anzugeben. Dazu wird sich hauptsich-
Heh auf die Ergebnisse des 4 Kapitel aus /LADDE/ bezogen.

Fs wird die Gleichung (1=) und die zugehdrigen Ungleichungen mitteis

ult)= a”iamdt und  glte)=ritedult
iy
in  fulth)y = w{% x{t-sidnlt,s) (Vi)

transformiert.
Diese Gleichung entspricht der, die In /LADDE/ untersucht wurde.

Satz VI /LapDE TH 471
(b 1 wit,s) ist meBbar und von beschrénkier Variation in s fir fixierte

€r:s€t V=183 . +
iim g ? 5) - nt, sl ids = fir tye®R",

Y q(t,s) € mlt)  fir teR", wobei m lokal Integrierbar in R* sel,

4) wt,s) ist nicht fallend in s flr festes t und nicht negatlv in t fir festes s,
(i 1) 0<olt) <t, 0eCHIA, )}, o'(0 €7 und fim (t-olt) =,

1 -
2} ifm dt = e, (V.23
3) es existieren zwel positive Funktionen peC2(0,00) und @ ¢ C'(0,0) mit folgerden
Eigenschaften:

g 20, wite') 20, 20,

fﬁ{%@dﬁ <o, ’igwdt ¢y flr gewisse §» 0, (V135
@ ., olt)
' ) y ntsidt = o flir gewisse Ty A, T,> T, 0> O const. (V0L4)
2

F
und Ryt) = Tfm dr.

Dann oszillieren alle Lésungen von (V1.1=).

Bew.: Angenommen, es existiert eine nicht oszillierende Lésung x(U von (V1.1=).
OBd.A x>0 fur alle t>T. Aus (VL1) folgt nun (LX)’ <0 fir ale t2T und
wegen (V1.2) folgt die Giltigkeit von x' (0 20 fir alle t=7T,2T durch Satz IV.7. Hier~
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‘ ulTpx (T;f
With £ 0

integriert man diese Ungleichung von T, bis t-olt) und beachiet, dal der Quotient

aus erhalt man ulth (1) s (T ) (1)) fir alle txT, baw.

AT fir groBe t gegen Null geht, erhdlt man die Gultigkeit von

R, lt- -6t}

x(t-o{t)) < Ry (t*ﬁ(t}} fur t27,, (V1.5
wobel T, hinreichend groB sein sais s0 daB fur t=T, gilt: t-oftd> T,
Multipliziert: man (VL) mit plt-o(t))/x(t- G(t)@*(aﬁ (t- c:s(t)) und integriert iber
[T,,t1, erhidlt man

plr-ole)) Ul (1)) olr-olt) w -
55{(1’; olth®loR (T“G(T})} dt + fx(w: a(ﬂ)@(rxﬁ (‘L‘“’ﬁ’i‘i("&f)}) [j X(.T g)dn{t’g)]dt =0

Durch partiefie Integration des ersten Integrals und unter Beachtung der Giiitigkeit von

%}%{ﬁ 21 flir Ozs20l) erhilt man de Ungleichung
o(t-olt)) ultx () - t(u(f}x‘iﬂki {e-olel (-0 (N xlt-ol e BloRy (t-6())
x(t-o(t))@(aﬁ_ﬁitﬂc(t))) 15; e Ty

- p(rmo(tk){'x(twﬁir})ﬁimﬁ (ﬁ:ma(t)))}‘]/ (X(T”Gft)}@(@éﬁur?(t”ﬁ(ﬂ})?th

plr-oltly
¢t JBoR t- SR (5t o Fanewsran < 0,

wobei ¢ eine Konstante ist, die die untere Integrationsgrenze T, zum ersten Sum-

manden verk&rpert,
Es wird nun der erste Teil des integrais In der oben stehenden Ungleichung unfer-
sucht. Dabei wird die Giltigkeit von (VL5) und (WX (0} 50 fiir die betrachteten t

benutzt.

; ulthe' (tio' {r-clt{1-¢'(z)} gt wlr-atedx (e-olt)lp [t-olth) (o' (1)} d'fc
gzx('r;wa(t))'I’(chTi(th(t))) ng(‘t o()] @ (R (1: altih)

wel{t=-m(td]

< uET?“c(Tz))p'(Tzvﬁ(Taﬁ (x @x)} dx ¢« o
) a=-a{Tal})

Der zweite Teil dieses Integrals ist in jedem Fall negaliv,

u(t)x(’c)p(r ~sleix(r~o(t))®{aRT (t-alu)))T
da T-o( @R, (e-0l) T de 2 0.

Die Voraussetzung (V1.4) ergibt nun, daBl das dritte Integral fir t*o gegen +ow geht.
Dies impliziert jedoch, dafB



pli~olt)) ulx () . :
<ol B ok (ool " fur B git

Dies steht im Widerspruch zur Nichtnegativitit von ' fur alle 127, da alle in diesam
Quotienten auftretenden Funktionen positiv sind.
Damit ist der Beweis volistandig. £

Setzt man nun
¢ ®
jalslds
ol ::1!‘ e A dt
unich

H)=% mit e,
0 fat

f RY "(t-olt) Ynitsl dt=eo
a2

ninreichend flir das Aufireten ausschlieBlich oszillierender Losungen vor (VLI=).

(28
Der zwelte Satz beschiaftigt sich nun mit dem Faill, daB f‘[}%{}“ dt < oo ISt
A

Satz V1.2 /LADDE,Th.4.7.2/: Es selen die Bedingungen (i} und (IB/1) des Satzes Vi1
erflllt, und es gelte

€ 1
‘gmd‘t«:m

Zus#tzlich wird angenommen, daB eine positive Funktion 8(t) « C?{0,e) mit den folgen

den Eigenschaften:
@'t <0, Liue') 20,

ot = urng

3 ¢
g Q(t}%ﬁ,a) di=gm existiert.

Dann oszillleren alle L8sungen von (V1.19), also auch von (1=}

Bew.: Angenommen, es existlert eine positive Ldsung x{t} > 0 fur t=E(T). Dann folgt,
daB w{Ux'(t) nicht wachsend fur t27T, ist, und so ist (U fur hinreichend groBe t von
gleichem Vorzeichen, Multiptiziert man (Vi1=) mit Bt/ x{t-olt)) und integriert von T,
big t, so erhilt man

eUX (M) , SR WD-a)] 4 -

x{t-olt)) x{t-olt))?
Ty ;
Funxnetw . rew o Vie
- ultix(ue'tn) . 1 _
- C+J; x{t-o{t)) dt j;x!t-c{‘r)) jm s) dnft,s) dr,

wobel ¢ eine Konstante ist.
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Fall 1 (0 20 fur t2E(T}. Die linke Seite von (V1.8 ist nicht negativ. Das erste in-
tegral auf der rechten Seite Ist nicht positly, und fir das 2welte Integral gilt

fg‘ér)étr)) {dr-0) dniz,s) de> f®it} Ji‘5 dnlrs)dr — e fiir o,

Damit erhidlt man einen Widerspruch zur Nichinegativitat der linken Selte.

Fafl 2: (0 <0 fur t2E(T)). Multipliziert man (V1.1=} mit @(t)/x(t) und integriert von
T, bis t, so erhalt man eine dhnliche Gleichung wie (VL.6). Da w{thd'(t) nicht wachsend
und {1} 0 isi, gilt:

& R .
ﬁE: Hx WO 4r < (78T j X oo u(TPOT )% - Inx(T)] <

und
f@m fx{ﬂ: -s) dylt.s)dez }9(‘3‘: f Ch“;(‘!f sldt —r e filr e,

Folglich kann man ein T,2 T, so wihlen, da die rechte Seite von (V1.6) klelner als -1
ist, d.h.

i
. FBlnuixFE Siulth 'ty .
I+'7£ s g < -SRI e (2T, (V1.7)

Multipliziert man beide Seiten der Ungleichung mit der positiven GréBe

() @Et)u(r)fx(t)}a -1
x(t L ﬁ; x(1)? dr |

und integriert von T, bis t, so erh&t man

L X(T2) 8ultx P
X % In [1+£-—4~JX{T) dt |. (V1.8)

Aus (VI7) und (VI.B) folgt nun  x(T,) s - 8Mulx'() fur alle t27,.
Durch Integration dieser Ungleichung erhédlt man

4
X0 - x(T) € ~x(Ty) J ST T — e i te,
44

Dies widerspricht jedoch der Annahme, dafBl x{t) » O ist.
Somit wurde gezeigt, daB es keine positiven Ldsungen von (VL1=) geben kann. L



Zur Abrundung dieses Kapitels sel eln anderes Oszillationzkriterium angegeben, wel-
ches eine gute Ergiinzung zu dem Satz IV (Existenz final positiver Losungen) ist.

Lerma VLT Sei alt) <L und mg> 0. Sei g(t) eine final positive und monoton nicht fal-
lende Losung von (12) und o O beliebig, dann existiert ein Tx A und eine Konstante
K> 0, so daB fir atle t2T gilt:

mmag%. (V1.9)

Bew.: Aus den finalen Eigenschaften von g folgt die Existenz elnes T2 A , so daB ¢
positiv und nicht fallend fir afle 127 ist. Somit ist g(t) auch Losung der Ungleichung

(0 5 (1 fiir alte t=7 2 A, {(V1.10<)
Die spezielle Gleichung (VI10=) besitzt die Lésungen xgit}?ﬁe“ und Xt =c2 0. Da
L> O ist, glit %l =abelth}. Durch Anwendung des Satzes V.1 erhilt man die Existenz
reeller echt positiver Zahlen m und n, so dag

mulir sglit e () fir hinreichend groBe t gilt.
Nutzt man weiterhin das Lemma V.1, mit f=x;, U=, und g=g, so erhill man, daB der
Guotient g% gegen einen endlichen nicht negativen Grenzwert a konverglert,

Sef zundchst der Fall a» O betrachtet. Sel eine Zahl g> 0 fixiert, dann existiert auf
Grund der Konvergenz eln T2 T, so dafi

o i’g«) £y Wt TF o
a Eﬁ?(g(t Fate fUralle tz2T7 gilt.

Dies nutzend erhiit man fir jedes o3 O die Glltigkelt von

o+ -3 w0
st abar a=(Q, so bedeutet dies, daB g(t}ﬁﬁaﬁxim) gilt. Man wahlt nun ein k> 0, so dab
kglth 2, (1) fir alle 1lE(T),T] gilt. Da aber g(i) =olx, 1)) gt muB es mindestens einen
Punkt { geben, so dab k glt) = x,(1) giit. Es wird der kleinste soiche Punkt ™ gewshlt.
FUr diesen Punkl sind die Voraussetzungen von A, erfillt. Man erhlt die Glltighkeit

Yo

kglt) £ {0)
und %&%—?}% ist monoton nicht fallend fur alle tz=T%

Dies nutzend erhilt man die GUitigkelt von

®slt) < Ryt
kgit) = kgltwad

fir alle t2 T und o> 0.

Hieraus ergibt sleh nun die Behauptung:

e () gl
%Kg%i*&) s glered - 2

Gee



Satz V1.3: Sel alt) beschrinkt, my» O und existiert eine Zahl 4«01, so daB fiir alle
A it

A2 aft) b -u feMedrita) | YD)
s0 oszillieren alle Lésungen von {(i=).
Bew.: Da alt) beschrinkt ist, ist es méglich | und L s0 zu wiahlen, daB 120, L20 und
l<alt) L gilt. Angenommen es existiert eine nicht oszillierende Losung g(t) von (1=},
oB.dA. gl1) 0. Wie schon i Beweis von Satz VL2 bemerki, besiizt die Ableitung
von g{t) fur hinreichend grofBie t das selbe Vorzeichen. Sl also der Anfangspunit auf
eine hinreichend groBe Stelle verschoben.

Es wird W) =althd{ -p ;F wlt~gid rit,s)  mit (Tp=) bezeichnet.
Offenbar st glt) neben (1=) auch Ldsung von (Tug).
Fall 1. gl =0,

%

Es wird sich zeigen, daB eine Zahl p,> O existiert, so daB auch gltya®et | Ssung von
{lug) st
Zundchst wird darauf verwiesen, daB die Ungleichung

O ~tpgmg [1-ul
mindestens eine Losung g, > 0 besltzt. Dies folgt aus der Stetigkett der beiden Seiten
der Ungleichung und der Tatsache, daB die linke Seite flr p,=0 identisch Null ist und
die raechte echt groBer Nul ist.
Sei also ein solches p,> O fixiert. Dab glthePot | dsung von (1ug) ist ergibt sich aus
den folgenden Ungleichungen

902 “lpgsmy LT1-pl = M) U] folglich gilt
pozg(‘t) —lpyg(t) + 2p,'(1) < pozg(t) - 1yt t:j}g(t“—&)[’%"g]d rit,s) 5fg(t~5)["l"ue“z"i‘g}(ir(tzs)

und
al

faltig' () —-5&; t-s)d rlt,s)) ef0t + 20,0/ (1efot + o 2g(t}ePot

< altig'{)ePo! + altigtpye®ot - ;A(Tg(t*s)ep‘)“'“s)d rit,s).
Der auf der linken Seile stehende Klammerausdruck ist gleich g™{t), da glt) Ldsung
von {1=) ist. Somit erhdft man, daB g{t)e®0* Ldsung von (lus) ist und es gilt

g{t) = olgitlePol},
Wie man leicht sleht, folgt aus der Voraussetzung (VILT1), daB alle Funktlonen e™t fur

alle % Lisungen der Ungleichung (tuz) sind.
Durch Anwendung des 1.Tennungssatzes /MORGENTHAL,1879/ erhdl man folgende

Alternative:
entweder gilt  glt)efot=0M)
oder ert=Q0lglt)},
Auf Grund dieser Alternative wird die Menge der reellen Zahien in zwel Mengen K,
und K, eingeteilt, wobel fede reelle Zahl k genau zu einer der Mengen gehbrt.



Daz die belden Mengen nicht leer sind ergibt sich aus der Existenz reeller Zahlen
kpko > O und by ¢ by <O fiir Jede Losung x(1) von (1us), so daB gilt

kpe™et < x(t) 5 ket
Um dies zu zeigen betrachiet man folgende Ungleichungen:

<10 = alx () - ufxit-s) d r(t,s)

< 1% (1) ~ umgx(t- 80 £ L (1)~ pm px{t=3)

wobel [ £1<¢0 so gewdhit sel, dall
II 7 «g’u,mo < -2

und By THmy < Yol 7 Yumg)  gilt.
Dies ist mdglich, da y,la) in « streng moncton fallend fir oe (e, ~2] st
Aus der Glltigkelt der beiden Ungleichungen folgt, dal

R0 = L (8 - -8 (V112=)
Losungen der Form e™® und e 2% mit Ay ¢ 2y €0 hat. Wie oben gezeigt, Ist x(t) Lo~
sung von {(V0122) und man kann den EinschlieBungssatz {Satz V.3} anwenden. Man
erhilt also, dab belde Mengen nicht leer sind.
Offenbar folgt auch aus d K, und A <X, daB X, auch zu K gehort.

Damit sind alle Voraussetzungen fir einen Dedekinschen Schnitt erfiith, Es existiert
also eine Schnittzahl D, so daB gilt

gltia®ot =0 fir ale % 5D (V.13
und e*t=Olglth) fir alle A <D, (V1143
Die Relation (V113) kann sogar dahingehend verschirft werden, dafBl gitt:

gltyePot=ole*y) fir alle A>D. ' (V115

Dies gilt, da man fir alle x> D immer ein A, finden, so daB A > Ay»> D gilt. Aueh fur
dieses Ay gilt (V1.13). Andererseits gilt aber auch e*ot=ote™!), woraus (V1.15) folgt.
Es sei nun ein A,> D, so gewdhlt, daB A, - p, <D ist. Aus (VI15) folgt
gli) = ole'h1-polty,

Andererselts gilt jedoch wegen A~ o, <D:

et A Pelt Ofgit)),
was eln Widerspruch ist. Also Ist die Annhahme der Existenz einer positiven nicht
wachsenden Losung von {1=) falsch.

Fall 2: gty 20
Hier wird sich zeigen, dafl ein p,»> O existiert, so daB auch g{t) & ot | Ssung von (ug)
ist. Zunidchst wird daraufl verwiasen, daB die Ungleichung

%g- (pi,g +Loyl g1-gefode i beliebiges K> O
mindestens eine Lésuny p, >0 besitzt. Dies folgt auf Grund der Stetigkeit beider Sei-
tan der Ungleichung und des Erfllliseins der Ungleichung fur o, =0.



Sel also K> 0 so bestimmt, dafBl die Relation (V1.9) mil «= 4, {iir die positive Lisung g
gilt, und py > O so fixiert, daf die obige Ungleichung gitt, dann ist g(i) &7 | Ssung von
() auf Grund der folgenden Ungleichungsketten:

Lp{)+p0 £ Kmgl1- pePodo ]

< gé‘t{t)&i WD) [1 - gae”oé"-"] {LernmaVv]. 1}
fg‘"““;}t}s - pefo® 1drit,s)

altlp it + pogg(t) - 2pg ) = fg(t~s) [1~uefes Tdrit,s)
und
{altig'(t) wﬁ(tuﬁ)dr{t,s))e“wt ~2pgy ftie Pot ¢ pogg(t) gmPot

< alt)(git) e~eol) - uf glt~5)e™00lt=8) gr(t o)

Somit hat man zwei L8sungen von (lug) filk die gilt
glt) e™80t = algli)).

Wie man leicht sieht, folgt aus der Voraussetzung (VEID, daB alle Funktionen ert filr

afle A Losungen der Ungleichung {Tu=) sind.
Durch Anwendung des 1.Tennungssatzes /MORGENTHAL1978/ erhdlt man folgende
Alternative:
entweder gilt glty = 0le*Y

oder et = Olglt)-e™eoy,
Auf Grund dieser Alternative wird die Menge der reellen Zahlen in zwel Mengen K,
und K, eingeteilt, wobel jede reelle Zahl X genau zu einer der Mengen gehort.
Das die beiden Mengen nicht leer sind ergibt sich aus der Existenz reeller Zahlen
kK> O und O <k, <X, fUr jede Losung x(t} von (1us), so daB gilt

kzep‘i‘t < x{t) < F{te}“t .

Um dies zu zeigen betrachtei man folgende Unglefchungen:

% (1) = althx' (1) —uf x{t-s)drit,s}
< L(t) - pmgxli-4p)
£ L (1) = pmxlt-4,)
dabel sel m,2m;> 0 so gewihll, dafB L/m y 2 st.
Aus der Glltlgkeit dieser Ungleichung folgt, daB
1 = L0 - pmpdt-4,) (V1.16=)

Lésungen der Form e™' und e »2% it 0« Ao < hyhat, Wie oben gezeigt, ist x(1) Lo~
sung von (VL162) und man kann den EmschheBuﬂgssatz {Satz V.3) anwenden. Man
erhilt alse, daB beide Mengen nicht leer sind.

Offenbar folgt auch aus ) e K, und A, <A, daB A, auch zu K, gehort.



Damit sind alle Voraussetzungen flr einen Dedekinschen Schnitt erfuilt. Es existiert
also elne Schnittzant D, so dal gilt

gl{th=0lerY fiir afle A>D (V1.17)
und et Olglthe 0% fir alle X <D, (V118
Die Relation (VI17) kann sogar dahingehend verschirft werden, daB gilt:

glty =ole™ fir alle x> D, (V1.19)

Dies gilt, da man fir alle »»D immer ein & finden, so daB x> %, >D gitt. Auch flir
dieses N, gilt (VL.17). Andererseits gilt aber auch e™o'=ole™), woraus (Vi19) folgt.
Es sel nun ein x> D, so gewdhlt, daB X, -p, <D ist. Damn gilt nach (V1.18)

eMeolt= Olglt)-emPol),
Andererseits erhélt man jedoch aus (VI15) durch muftiplikation mit e~ oot die Relation
glt)-a 0ot plaihi-volty
was ein Widerspruch ist. Also ist die Annahme der Dxistenz einer positiven nicht fal-
lender Lbsung von (=) falsch.
Womit der Satz vollstindig bewlesen ist. [

Folgerung VI.1: Hinreichend flr die Gliltigkeit vort (V111 ist
alt)h 3%

U
hp ? & Bdr (i g)
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Vi, Das Verhalten der oszillierenden Lsun—
gen

Nach Satz 1.7 giit flr jede oszilllerende Losung h von (1=) und jede final positive
Lésung g von {1s) die Beziehung h=0f(g). &s ist nun naheliegend zu fragen, ob sich
diese Aussage zu h=olg) verschirfen 1868t. Bevor ein allgemeingiiitiger Satz flir be-
stimmte syrmetrische Funktionensysteme angegebenen wird, sel eln vorbereitendes
Lemma angagebet.

Ltemma V.1 Sei h eine oszillierende Funktion aus M, ured g eine positive Funktion aus
M. Welter sel A<T, O cglt) flir 12E(T) und h(t) (glt) fir E(MstsT. Dann gilt fur
alle t2 E(T) die Abschitzung hit) < glt).
Bew.: Angenommen, die Behauptung ist falsch, dbh. es existiert ein C>T» A, so daf
gitt

hiCl=giC) ,

Ceglth  fUr EM<EC) <8,

hidsgld fur E(CI<t=C,

Dann sind alle Voraussetzungen von Ay erfllit, und es folgt
Ocglth shlt) fir £2C.

Dies steht jedoch i Widerspruch zur Oszillierthelt von h. Somit st das Lemma be-

wissen, [

Die in dieser Arbeit betrachtete lineare Gleichung (=) legt es nahe, zu den Axiomen
Ay Ay, Ay alis /MORGENTHAL 1972/ noch das Asdom

Ay Es git FeM, . genau dann, wenn - feMi.

hinzunehmen.
Es ergibt sich dann folgender aligemeiner Satz.

Satz VIL1: Existieren flr ein R mit A<R ¢ Elemente feM, und geM! mit f{t) >0
und g{t) > O fur Lt 2R sowle g=olf}, und existiert eine positive Konstante K mit

KglECT3 £T) < FECTY g(T) fuir alle T mit R< T <o, VILD

so gilt h=olg) filr jedes oszillierende Element h aus M.
Bew.: Es sel &> 0, R;> R so gewdhit, daB R<E(R)),

agit > hitd  und
aglt) > FlB)  fiir te[E(R),R] gilt.
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Die erste Ungleichung blelbt nach Lemma VIL1 fir alie t 2R, bestehen. Wegen g = olf)
existiert mindestens ein Punki H, mit ag(R,) = fiR,).

Sei  Qeinf{tagl)=flY, R <icol
Nach A’y gilt, dall die Funktion gl ﬂ%@ fiir t2Q nicht fallend ist.

Man wihit nun eln S derart, daB E(E(S) 2Q gilt. Sei B> 0 so gewdhlt, daf
wit) = ol ~ BFD » maxe{n(8, 0} fur telE(S), S
Unter Beachtung von A gitt: we M. Es sei T die kleinste Nullstelle von w(t) im Inter-

vall 1S, e}
In S <t <E(T) gilt witd s hit). Anderenfalls ergiibe sich mit dem Satz (1.3 un-
ter Verwendung einer analogen Argumentation wie im Beweis von Satz 11.5:

Rawltia0 fir alle t mit E{Tys1sT.

Dies steht jedoch Im Widerspruch zur Oszilllertheit von h (siehe Folgerung 11.2].
Aus (VILT folgt KaglE(T)) = glEEIN und KgfT) 2glE(T)). Unter Beachtung der Mo~
notonle von qlt) gitt fir E(E(TH €1 <E(T) die Abschitzung

Wt <« wit) < (1-BolEEMN) agltd
$ (1-BKglET! aglt
£ (1-pK%q(Magl) < (1- KD aglt) .

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus der Wahl von B:

Aus O=uag(T) - Bf(T) folgt BalTl=1.

Diese Abschitzung gilt nun wiederum fur alle t= E(T). Durch Fortsetzung der durch-
gefilhrten Uberlegungen erhilt man zu jeder natlrlichen Zahi n ein Stelle P, derart,
dalf

it < (1-K2 )™ agl) fir alle t2P_ giit.

Da ~h auch oszillierendes Element von M ist, gilt eine entsprechende Abschiétzung fijr
~h. Damit erhéht man h=olg). [}

Es sel bemerkt, dafl (VILT) erfullt ist, falls es zwei positive Konstanten k und | gibt,
so dafl fur alle T2 R gilt:

kO <fETH und IglEMI gl fur alle te IE(T), T

£s stellt sich nun noch die Frage, unter welchen Bedingungen an dle Gleichung (1=}
bzw. die entsprechenden Ungleichungen dle Existenz solcher Elemente f und g, die der
Relation (VI1.1) geniigen, gesichert werden kann. Es wird sich zeigen, daB diese Bedin-
gung erfllit ist, falls a(t) beschrénkt ist, my> 0, Myh, <o und die in den Sitzen V.11
und V.12 betrachteten charakteristischen Gleichungen reelle Lésungen besitzen. Dies
wird nun in dem folgenden Satz formuliert.
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Satz VIL.2: Sei fsalth sL mit tcl, my> 0, My, oo und gefte

| | ) v . Eoy
(1) v s 2 brw. G<~;,§§ <2 und M8 yg( w&?) und
giit O <R, lMg.8,) < A lmgbgl, oder
3 _.,..l:.,_..... e ¥ ,__L".._.\

Dann existieren Ldsungen von (12} und (1€), die die Voraussetzungen des Satzes VII1

erfillen.
Bew.: (2) Wie In Kapitel V. zu sehen war, existieren unter den gegebenen Voraus-

setzungen Exponentialfunktionen, die Losungen von (12} baw. (1) sind. Man selzt
)= e}kﬂlhm@.%a)ts
Ci(t):x é}\Q(LEM(‘;,&Q)tE
mit Rl Mg.8g) < hylimg,8o) <O (siehe (V.I2.0). Hieraus folgt sofort die Glitigkeit von
g = off).
Weiterhin gitt:

FE() gty _
0 gEw) ~

Die in der Behauptung gesuchte Konstante Ist K= e

eé}.g(LﬁMo.&o) ~hillmig, 8o (L-E(L)) Qi?\'giL.Ma,AQ) = hithimio ol bo

(holl Mool ~Rlisna.dollde | ¢y

() Setzt man voraus, daB O <A,(L,M,,84) < A (Lmg,B,) gilt, so erhislt man die Losungen
von {12) und (=) mit g=olf) durch
fity= e Mt Tor 802t g
gos e M h Mo Bt
Aus der folgenden Ungleichung erhélt man
die Behauptung.
FIEWWY gftd . (A gL M, 8- % (L, m,, 48 0-E1)
o gl =@ Mo BT R Mo 2K
Die Existenz einer solchen Konstante ist gesichert, da der Exponent positiv ist. O
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Vi, Der Entwicklungssatz

In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, daf (1=} zwei Klassen F, <F, final positiver Lo~
sungen besitzt, Sef f«F, mit 1=1,2. Dann gilt nach /MORGENTHAL 1979, Satz8/ der
folgends Satz,

Satz VL1 Jede Lésung u von (1=) 1E81 sich in elndeutiger Welse darstellen als

ult) =c, flt) + rld

mit ¢, = const. und r=olf,].

Es ergibt sich run die Frage, ob sich eine Darsteliung jedes beliebigen f findet, so dal
auch f, berlicksichtigl wird.

Satz VII.2: (=) mége zwel Klassen final positiver Ldsungen F,<F, besitzen, und es
mégen Elemente f ¢F, existieren, so daB (VILT erflilt ist. Dann {@ft sich jede Losung
v von (1=} in eindeutiger Weise in der Form

uxetff-b czfgw‘

darstellen, wobei ¢, und ¢, reelle Konstanten sind und r=ol(f,) gitt.
Bew.: Die Einzigkeit der Darsteliung ist offensichtlich. Es wird nun die Existenz der

angegebanen Darstellung gezeigt.
(1) ist u elne oszillierende Losung von (1=), so gilt nach Satz ViL.T: u=olf,). Man setzt

also ¢, =e,=0 und r=u
Nun sei u nicht oszillierend. O.B.d.A. sel u{t)> O fur hinrelchend groBe t.

(2) Sei ucF, und k=sup{c:ef,{) ult) fiir alle hinreichend groBen t},
K= inf { o2 of, () 2 ult) fUr alle hinreichend groBien t}.

Dann ist O <k ¥ ¢ w. Wire nun k <K, so hidtte man mit

viv=uto - 55K f0

eine oszillierende Losung von (1=} mit v ¥ olf,), was nach Satz Vil nicht mdglich ist.
Also ist
80 is K=k=lim u(t)
und man setzt ¢=0, ¢~k und F=u = Cyfp.
(3) Sel ueF,. Dann gilt u=0(f)), und nach Lemma V.1 konvergiert f((t)) fir tvo gegen

wit)

ginen endlichen Grenzwert. Man setzt also c,‘-»t!i:g o und r= g c.ifi. ist nun r oszil-
:

lierend, so sefzt man ﬁzﬂﬁ und r=p'. st ¢ picht oszilllerend, so sel o.B.d.A. v final
positly. Wegen r'=olf,) gilt r'¢eF,. Also kann man nach {2) schreiben rEefy+ r mit
r=off,). &3

2
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